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Es wird die Strömung durch Schaufelgitter nach der Singularitätenmethode behandelt. Dabei werden 
die Singularitätenverteilungen auf den Profilkonturen selbst angeordnet. Es ist möglich, sowohl Einzel- 
gitier als auch Gitierstufen mit linienhaften und mit endlich dicken Profilen nach einer einheitlichen 


Methode zu behandeln. 

The paper deals with ihe flow ihrough a laitice of blades, by use of singular points Ihat are disiribuled 
along the coniour of Ihe profiles. It is possible to treat several types of laltices by a uniform method. 

L’article discute le courani a Lravers des Lreillages d’aubes a l’application de la meihode de singularites 
les distrubutions des points singuliers &lani disposees sur les contours de profils m&mes. Il esi possible 
de traiter et des treillages particuliers et des degres de treilluges avec des profils lin&aires et des profils 
d’epaisseur fini suivant une methode uniforme. 

Tereune CKBO3b PEIUETEyY, OÖpa3yeMyIo NONATKAMU TYPÖHHEL, UCCHeNyeTcH METOAOM CHH 
ryaapHoctei. PacnpeneneHua CHHTYAAPHOCTeÜ pacmonaramrcha, IIPH 3TOM, Ha CAMUX KOH 
Typax upodunei. ara BO3MO3KHOCTb, TPAKTOBATB, KAK OTNENIBHLIE PeIUeTku, TaK m pemeroy 
HbI® CTYNeHM C IPOPHAAMH KOHeYHOÜ TOAINHHEBI, IIO EAHHOMY METOAy. 


1. Einleitung 

In neuerer Zeit hat man zur Berechnung der Potentialströmung durch ebene Schaufel- 
gitter mit Erfolg daran gearbeitet ?2), die von Birnbaum und Glauert°) für den ein- 
zelnen Tragflügel geschaffen ebene Theorie der tragenden Fläche auf ebene Schaufelgitter 
auszudehnen. 

Nun wird in der Birnbaumschen Theorie bekanntlich angenommen, daß die Sin- 
gularitäten auf einer Profilsehne, also auf einer Geraden, angeordnet sind. Diese Annahme 
wurde bisher auch für die Gitterströmung getroffen. Es ist jedoch vor allem bei Gittern mit 
stark gekrümmten Profilen unbefriedigend, eine solche Voraussetzung machen zu müssen. 
Daher liegt es nahe, zu versuchen, ob man nicht eine Theorie entwickeln kann, bei der die 
Singularitätenverteilungen nicht auf einer Geraden, sondern auf der Profilkontur selbst 
angeordnet sind. 

Wie in der vorliegenden Arbeit gezeigt wird, gelingt es auf diese Weise, auch bei der 
Behandlung von endlich dicken Profilen lediglich mit Zirkulationsverteilungen auszukommen. 
Ferner ist es möglich, das Strömungsfeld einer Gitterstufe bestehend aus Laufradgitter und 
Leitradgitter zu behandeln. In allen Fällen wird eine einheitliche und prinzipiell einfache 


Methode angewendet. 

Speziell für die Gitterstufe ist noch folgendes zu bemerken: 

Bei einer Turbomaschine sind Laufradgitter und Leitradgitter natürlich nur in einem 
Moment in der Stellung gegeneinander, wie sie in dem Bild 3 gezeichnet ist. Im nächsten 
Augenblick haben sie schon etwa die in dem Bild gestrichelt angedeutete Stellung zueinander. 
Vom Standpunkt der eindimensionalen Theorie der schaufelkongruenten Strömung aus ist das 


1) Auszug aus der 1952 von der Technischen Universität Berlin-Charlottenburg zur Erlangung der Würde 
Doktor-Ingenieur genehmigten Dissertation. Berichter: Prof. Dr. E.M o hr; Prof. Dr. Dr.-Ing. W.Schmeidler. 

2) M. Schilhansl: Näherungsweise Berechnung von Auftrieb und Druckverteilung in Flügelgittern; 
Jahrbuch Wiss. Ges. Luftfahrt (1927) S. 151. — E. Pistolesi: L’Aerotechnica 17 (1937) u. 18 (1938). (Inhalt 
e. Lieblein.) — V. Lie blein: Zur Berechnung der Auftriebscharakteristik eines Profils im Gitterverband. Ing.- 
Arch. 18 (1950) S. 281. — N. Sc holz: Ein einfaches Singularitätenverfahren zur Erzeugung von Schaufelgittern. 
ZAMM 30 (1950) S. 262. —H.Schlichting,N.Scholz: Über die theoretische Berechnung der Strömungs- 
verluste eine ebenen Schaufelgitters. Ing.-Arch. 19 (1951) S. 42. — N. Scholz :Onthe Calculation of the Poten- 
tial Flow around Airfoils in Cascade. Journal of the Aeronautical Sciences 1951, S. 65. — J. Dörr: Strenge Lö- 
sung der Integralgleichung für die Strömung durch ein senkrechtes Flügelgitter. Ing.-Arch. 19 (1951) S. 66. — 
M.Strscheletzk y: Inkompressible Potentialströmungen durch gerade, unendliche Schaufelgitter. ZAMM 31 
(1951) S. 282. — N. Scholz: Onan Extension of Glauerts Theorie of thin Airfoils to Profiles in Cascade. Journ. 
of the Aeronaut. Sc. 1951, S. 637. j 

3) W.Birnbaum, W.Ackermann: Die tragende Wirbelfläche als Hilfsmittel zur Behandlung des 
ebenen Problems. ZAMM 3 (1923) S. 290. — H. Glauert: Die Grundlagen der Tragflügel- und Luftschrauben- 


theorie. Berlin 1929. 
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völlig belanglos. Bei der Berechnung durch die Feldtheorie wird das Strömungsfeld aber je 
nach der Stellung, die Laufrad und Leitrad zueinander haben, etwas unterschiedlich sein. Die 
Kenntnis dieser Unterschiede kann für die Technik zur Auffindung geeigneter Schaufelprofile 
Bedeutung haben. 
2. Das Einzelgitter mit linienhaften Profilen 

Wir betrachten ein einzelnes Schaufelgitter in der komplexen z-Ebene mit linienhaften 
(‚unendlich dünnen‘) Profilen. (s. Bild). Wir denken uns die Strömung durch das Gitter 
entstanden durch Überlagerung einer konstanten Trans- 
portströmung (%, v,) und der Strömung (u,, v,), die von 
den Zirkulationsverteilungen auf den Profilkonturen in- 
duziert wird ®). Indem wir über die gesamten auf der 
Profilkontur (C) [xz(s), y(s), bzw. y(&), s = Bogenlänge] 
angeordneten Wirbelelemente y (s) aufintegrieren ?), er- 
halten wir das resultierende von der Zirkulationsvertei- 
lung im Punkte z erzeugte Geschwindigkeitsfeld: 


w,(z) = U, — 10, — a [vo Ctg Te —L)ds .(1). 
@) 


Da wir y nur auf der Kurve (C) y(x) bzw. 7(&) anbringen 
werden, können wir an Stelle von y(s)schreiben y(£). 


Weiter ist 


ds—yl+n?dE. 


Damit ergeben sich die z- und y-Komponente des von 
der Zirkulationsverteilung y(£) (die auf der Kontur 7(£) 


Bild 1 angebracht ist) induzierten Geschwindigkeitsfeldes zu: 
: sin (y—n(8)) cos 7 (and) de Te 
U,(%, Y) _- 5] a ea 4 — y'2 dE rsbras (2), 
n Sin? 7 (e— &)+sin? 7 (y—n (8) 
' Sin” (UT (@— 9) il 
ay)=—, | 7) -- i+rde.. @). 


Sin? (= 9+sin®7 (y—n(d) 


—a 


Unsere Profilkontur y(&)sei als Polynom in x gegeben. Es ist dann folgende Aufgabe gestellt: 
Auf y(x) soll eine Zirkulationsverteilung y(&) so bestimmt werden, daß y(x) Stromlinie in 
dem entstehenden Geschwindigkeitsfeld wird; es muß also identisch in & gelten 


dy(e) _ vH v,(%, y(%)) 
. ; dx “+ u,(, 4(%)) 
oder 
—üyla) +w—u,(E, y(z)) * y’(8) — v,(%, y(8)) - 
Diese Relation stellt eine Integralgleichung für y(£&) dar. Sie lautet, wenn wir die Ausdrücke 
(2) und (3) einsetzen und zur Abkürzung 


vyl+n?=o($) 


schreiben: 


ya) + = 


sin 7 (y(a) —n(H))eos 7 (ya)—n (8) Y () N (9% 7 (0-9) 

En ha, en 
Br sin? — ;W@) su. (8)) a uitr rn 7 @ IF7 £) (4) 

(4) ist die Integralgleichung unseres Ken Die einzige in ihres Kernes liegt an 

der Stelle 2 = £. | 


*) Allgemein bedeuten hier 4 und v die x- und y-Komponente der IN TERCHILLESE tw; w? = u? + 28. 
5) Vgl. die genannten Arbeiten von Scholz. 
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Bezeichnen wir den Kern von (4) mit K(z, &), so wird 
q, Fe —- 
i Aal nn UNS Hie: 
lim (x — &) K(x, &) = — lim fr u 
But az DI 2 a 27 
GE 
B rn 1 
Es ist somit X (z, &) = ‚ wobei h(z, &) imganzen Bereich stetig ist und speziell h(&, &) — 27 
7 


wird. Demnach Een wir jr (2, £) auf die Form 


4 1 
K(e, = | 


dr 


P H H(z, 5) 


bringen; dabei ist H(x, £) im ganzen Bereich in beiden Variablen stetig. Speziell ergibt sich, 
wenn man den Grenzübergang durchführt 


ie ERE - 
H(z, x) = rg (9% 
Mit 
fa) =2(— wy'(e) + %) 
nimmt somit (4) die Form an: 
EN EEE 
le | Aeln Seee, E)ds RE er AH 


—4 


Die Auflösung dieser Integralgleichung werden wir in Punkt 6) durchführen. Es wird sich dort 
zeigen, daß sie (jedenfalls unter gewissen Bedingungen) eine bis auf die Konstante 


T= [o()ae= [y(oVi Freas 


eindeutig bestimmte Lösung besitzt. Die Konstante /’ wird durch die Abflußbedingung 


yv(a)—=0 
festgelegt. 

Damit läßt sich aus (2) und (3) das Geschwindigkeitsfeld der Gitterströmung in jedem 
Punkt (z, %) der Gitterebene berechnen. 

Ist die Profilkontur speziell die x-Achse und die Gitterteilung ! unendlich weit (einzelnes 
Profil), so verschwindet 4(z, &) bekanntlich identisch. Dieser Umstand läßt uns vermuten, daß 
H(x,&) klein sein wird, wenn die Gitterteilung groß ist, und die Profilkontur sich nur wenig von 
der «-Achse unterscheidet. Wir wollen das genauer untersuchen und werden dabei gleichzeitig 
für diese Fälle einen einfachen Näherungsausdruck für H(a, &) gewinnen. 

Ausgehend von dem Kern unserer Integralgleichung in der Form (4) setzen wir 


1 


am1:x*, Yymeyı,ı Be mit el. 
Nachträglich lassen wir den * wieder weg. 
Dann ist 
303 
sin y-n)zreyon): SinT (.— D)ene® — &)+ nn (2 — £)°. 
72 
cos -(yon)-iı Ci (.— &$)=-1+ aan 
y ei 
Damit wird 
y= Me 
I a. 5 2 
Ba dan 1a a e@—d+e BE 


Bemerkenswert und unschwer zu erkennen ist, daß bei einer Weiterentwicklung Glieder mit 
e? nicht auftreten würden, sondern die nächsten Terme bereits den Faktor e*tragen. Dadurch 
wird der praktische Wert unsere Näherungsformel erhöht. 
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Für die Berechnung der Druckverteilung am Profil und des Drucksprunges von der 
Druckseite zur Saugseite des Profils muß man die resultierende Geschwindigkeit an diesen 
beiden Seiten ermitteln. 


Sie ist gegeben durch 


1° — (Un + u, 4 Au)? + (0 +0, + Au) 
und zwar (+)an der Saugseite, (—) an der Druckseite. 

Dabei ist 
y 


Yi+ 


y ir “ 
Au, —= ya ya Au 


DIS 


ya 


3. Das Einzelgitter mit endlich dieken Profilen 


Wir betrachten ein. einzelnes Schaufelgitter 
mit endlich dicken Profilen (s. Bild 2). Die Kurve 
der Profilkontur, auf der wir die Zirkulationsvertei- 
lung anbringen, sei in diesem Fall in der Parameter- 
darstellung 

M 
x(t) = acost, ul = PD | ei 
y=—M (7) 


(—- r<t<n) | 


gegeben. Dabei sind die c, von der speziellen vorlie- 
genden Form des Profils abhängig. 


Bei Profilen mit spitzer Hinterkante (s. Bild) 
muß 4(0) —=0 sein. Bei abgerundeter Hinterkante 
ist y(0) +0. Im übrigen gelten alle Entwicklungen 
von $. 398 sinngemäß auch hier. 


Es ist 
— %Ylt) + Vo&lt) = (lt), yo) Ye) 
— v,(z(t), y(t)) &(t) 


unsere Bedingungsgleichung für y(t). 


Indem wir 


Bild 2 


sin 7 (y—nl)) eos EWG) 
= — V&+n2dr.... (8), @; 
Sin: (v — &)) + sin? (yo) | 


1 
we y)=5; | Y@) 


, Sin” (0 — &(e)) Co (Eu) 0 
va N)=— 5; | rm he er Me 


me. 2 


eintragen und noch zur Abkürzung y(7) V& + Pre o(t) setzen, erhalten wir für unser Problem 
die folgende Integralgleichung 


— uylt) + ME) = 
1 sin (y)—n(z))eos 7 (ya —nCr)) A) + Sin (a) — &r)) Co) 7 (dd — &a)) =) 
ne, o(T) — dr 
5, sine (y)—nfn)+ SineT (21) — Ele) s. Sog 


Der Kern von (10) ist genau dann singulär, wenn zugleich &(t) = &(r) und y(t) = n(z) ist. Das 
ist immer der Fall, wenn t = r ist; außerdem wenn i=rzundr= — ı (oder umgekehrt) ist. 
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Ba. 38 Nr. 6 RR Isa y, Beitrag zur Potentialströmung durch axiale Schaufelgitter 401 


Bezeichnen wir den Kern von (10) mit K(t, r), so wird 


Er Teer 1-7 1 

Imre —— klar) lim 2 3 N 

t>T #2 ( 2 Th le. =) dr 
t—T t—T 


x BR A ; Bi a be 
Ernerenlnea  shikEr)=limtg— —: K(i,r)= 
t>n -_ ir 2 

s=e—n 


te) ist: 


f er BET 2 3 £ I. 
Also wird K(t,7)—=ctg—,-  h(t,r), wobei h(t,r) im ganzen Bereich stetig ist und 


1 
nr da z2(— n)=x(r) und y(— nr) 


ı 


Lars. 
speziell h(T, 7) = FE wird. Demnach können wir Ä(t, 7) auf die Form bringen 


Ku) = zes!" . Hlı,9)): 


dabei ist H(t, r) im ganzen Bereich in beiden Variablen stetig. Die Durchführung des Grenz- 
überganges liefert uns noch 


Ein Blick auf den Kern der Gl. (10) zeigt, daß 


7 
[Et d)dt=0 
7 
ist. Daraus folgt, daß auch 


tn llı2) 


sein muß, da von selbst | eig “= De 0 ist. 
Mit 
fd) = H— WYld) + vor(t)) 
läßt sich somit (10) auf die Form bringen: 


Ei 


Ar |,.t— Tr N i 
W)=;; | oe HH de) 
Dabeiist H(t, 7) an die Bedingung (12) gebunden. | 

Die Auflösung der Integralgleichung (13) werden wir in Punkt 7) durchführen. Es wird 
sich dort zeigen, daß sie (jedenfalls unter gewissen Bedingungen) eine bis auf die Konstante 


T = [ofr) dr = [ye)VY& +2 de 


eindeutig bestimmte Lösung besitzt. Die Konstante /’ wird durch die Abflußbedingung 


y(0) = 0 
festgelegt. 
Damit läßt sich aus (8) und (9) das Geschwindigkeitsfeld der Gitterströmung in jedem 
"Punkt (x, y) der Gitterebene berechnen. 
Ist die Profilkontur speziell ein Kreis und die Gitterteilung / unendlich weit, so ver- 
schwindet H(t, r) identisch. Eine Untersuchung ähnlich wie auf S. 399 mit dem Ansatz 


1 i 
z=acost, y=alsini+ex(i)), ar mit e=0 
zeigt, daß H(t, 7) sicher klein ist, wenn die Gitterteilung groß ist, und die Profilkontur sich nur 
wenig von einem Kreis unterscheidet. Die sich ergebende Näherungsformel wird jedoch kaum 
praktische Bedeutung haben, dainihr im Gegensatz zu der Formel auf S. 399 alle Potenzen 


von & auftreten, 
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Für die Berechnung der Druckverteilung außen am Profil muß man die resultierende Ge- 
schwindigkeit an der Außenseite des Profils kennen, deren Quadrat im Punkt tgegeben ist durch 


we —=(w+U(d+ Au,(t))? + (vn + v,() + Av,(t))?. 
Dabei ist 


’ 


2 ya + ya 
Der Drucksprung von der Saugseite zur Druckseite des Profils ergibt sich hier automatisch für 
die entsprechenden (voneinander verschiedenen) it-Werte. 


Au, = 2 = Au & J 


4. Die Gitterstufe mit linienhaften Profilen 
Wir gehen jetzt dazu über, das Strömungsfeld einer Turbinen- bzw. Verdichterstufe zu 
behandeln. Da wir hier lediglich in die Ebene abgewickelte Zylinderschnitte haben, führen 
Laufrad- und Leitradgitter gegeneinander 
eine gleichförmige Translation mit der 
x  „‚Umfangsgeschwindigkeit‘‘ V, aus; wir 
N betrachten eine ‚„‚Momentaufnahme‘“ der 
Stufe. Prinzipiell ist es völlig gleichgül- 
„ tig, ob wir das Relativsystem oder das 
$ | % Absolutsystem als Bezugssystem für 
unsere Betrachtungen wählen. Da wir 
bisher im Relativsystem gearbeitet haben, 
wollen wir uns auch weiter darauf be- 
ziehen. Für die Geschwindigkeitskompo- 
nenten gilt dann das auf S. 397 (Fußnote) 
Gesagte unverändert auch hier. Auf der 
Profilkurve %,(x,) sei die Zirkulationsver- 
teilung y,(&) und auf der Kurve %,(%,) 
die Zirkulationsverteilung y;(&) ange- 


y bracht. Dabei ist 
SEK 
%, 
— %S £, <dGs 
2a, 
leitrad Laufrad oe) 

mo = Relativgeschwindigkeit : % 
rt = Absolufgeschwindigkeif —(%+5+20)<S 5, <— (+). 


Bild 3 


Unsere Aufgabe ist es nun, die Verteilungen y, und y, so zu bestimmen, daß die Profilkonturen y, 
und 4, tatsächlich Stromlinien in dem entstehenden Geschwindigkeitsfeld werden; und zwar yı 
Stromlinie in Bezug auf die Absolutgeschwindigkeit und %, Stromlinie in bezug auf die Relativ- 
geschwindigkeit. 


Es ist dann z.B. 


R 7T IT 
1 sın Ip: (Yp — 9a) ©0S 7 (Yp — Na) 


u, (Op Y%) = 3] Ya(&ı) yı ae: nad8, 


E Ein? = (&p — &,) + sin? nn (Y» — Nu) 
q 


die x-Komponente der von der auf der Kurve 4, angebrachten Zirkulationsverteilung y, in 
Punkten der Kurve 4, induzierte Geschwindigkeit (p, q =1, 2). 


Unsere oben formulierte Aufgabe führt auf folgende Bedingungsgleichungen, die ein 
System von Integralgleichungen für y, und y, darstellen: 
%yla)t+ no + Hu, Ya) + ul Yla))$ la) 
— 9, (2, Yıla)) — %, (21, Y(la)), 
— %Yyıll) + % = fu, (2, Ya(2)) + %,, (2 Y(2))} Y2(2) 
— 0, (By Ya(93)) — %y2(Ry, Y,(%)) 


2 re a 


e) 
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Eine Betrachtung ganz analog zu der in Punkt 2) durchgeführten zeigt, daß (14) auf die Form 
— (0. +8) A, 


1 1 1 
Aa) —— | (8) P- SE + H,ı(%; s) de, a = N 0,(8&;) H2(21, &) dE,, 

1 1 | 1 ee 
Aa) =7 0) al dt | et el Ey de 

J — (0,4542 a.) a, 2 P) 


gebracht werden kann. Alle 7, , sind stetig in beiden Variablen (p, qg =1, 2). Für Hund H, 
gilt Formel (5). 

Für die Auflösung des Systems (15) vergleiche Punkt 8). Die Lösungen o, und o, exi- 
stieren (jedenfalls unter gewissen Bedingungen) und sind bis auf die Konstanten 


—(A,-+6) As, 
/ o,(&)d&; LI led 
— (0,2642 4.) en 


eindeutig bestimmt. 7’, und 7’, werden durch die Abflußbedingungen 


H-%—6)=0, Y.la,) = 0 

festgelegt. 

Die Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes ist nun möglich. 

Wir wollen uns noch überlegen, unter welchen Umständen alle 7,,(2,, &,) klein sind. Für 
H,, und H,, ist das sicher unter den gleichen Bedingungen der Fall, wie wir sie auf S.399 formu- 
liert haben. Weiter läßt sich zeigen, daß H,,und A,, sicher dann klein sind, wenn entweder der 
Abstand der beiden Gitter groß ist, oder die Gitter in versetzter Stellung zueinander angenom- 
men werden. 

Die Ermittlung der Druckverteilung an den Profilen erfolgt prinzipiell wie beim Einzel- 
gitter, so daß wir hier nicht weiter darauf eingehen. 


5. Die Gitterstufe mit endlich dieken Profilen 


Zum Schluß betrachten wir das Strömungsfeld einer Turbinen- bzw. Verdichterstufe mit 
endlich dicken Profilen. 

Für unsere Bezeichnungen gilt das gleiche wie auf S. 402. Die Profilkonturkurven, auf 
denen wir die Zirkulationsverteilungen y, und y, anbringen, seien in der Parameterdarstellung 
gegeben (vgl. Bild 4 Seite 404) 


M, 
th) =mcosh— (a, +5+M); Ylı)= & cWei’h; 
v=—M, ; 
M; \ set {16% 
2, (23) = 4, 005 t5; y()= 3 Me”r%; er 
v=—M, 
—nr<sh<n —n<st<sa); (6>0) 


Die bereits auf S. 402 formulierte Aufgabe führt uns auf folgende Bedingungsgleichungen, die 
ein System von Integralgleichungen für y, und y, darstellen: 


— %Yltı) + (+ Vo) ultı) = fu, (& (4), Alt))+ w,(Hlh), Yı (4))} Yıltı) 
— (2 (b), Yıltı)) m; v,(&(t), Yıltı))} 2, (t), 


3 : Ä = {17 
— Update) + Wo Rz(t) = 1%, (22 (to), Yalt)) + U, (22 (to), Y2(t))} Yz(t,) | un 
— {dy,(@2 (to), Yalt)) + 9% (Rolle), Yalto))} 22 (t;) ) 
Wie eine Untersuchung analog zu Punkt 3)zeigt, kann (17)auf die Form 
ee Ir (m) et lg | le) Halt) r 
N ee en) Dale) Zuallı, Ta) Frrs 
Er ne (18) 


na 
| Dr 


Def WE 1. 
L)=z, | ©, (73) Az (tz, 7) du + ra | 9;(T,) jets = 


_ 


+ Halt, n)) dr, 


1 —n 
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gebracht werden. Alle H,,sind in beiden Variablen stetig, und für sie gilt die Relation 


JS Hoa(o» 75) dt, =0. »q=12) ::-......(19 


Laufrad 


‚no - Relativgeschwindigkeit 
r »Absolutgeschwindigkeit 


Bild 4 


Für die Auflösung des Systems (18) mit der Zusatzbedingung (19) vergleiche man Punkt 9). 
Die Lösungen &, und w, existieren (jedenfalls unter gewissen Bedingungen) und sind bis auf die 
beiden Konstanten 


7 nr 
= [o.(n) di; I Jo:(t;) dr, 
—n7 —n 
eindeutig bestimmt. 7’; und 7’, werden durch die Abflußbe dingungen 
Y1(0) =0, y,(0) = 0 

festgelegt. Die Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes ist nun möglich. Sicher sind alle H,, 
klein, wenn die früheren Voraussetzungen sinngemäß erfüllt sind. 

Die Ermittlung der Druckverteilung an den Profilen erfolgt in gleicher Weise wie beim 
Kinzelgitter. 


6. Eine Integralgleichung erster Art 


Das Problem, die Strömung durch ein vorgegebenes Schaufelgitter mit linienhaften Pro- 
[ilen zu bestimmen, führte uns auf die Integralgleichung (6). Durch die Transformation ®) 


2 =— 0cost, E=— 4c0st 
geht (6) über in 
1 t ß 
od) > leerer d)j sin Lde; (o<! <a). N!) 
f) 


mit o(r) =o(r) sin r und g(t) — ft) sin t. 
Die Funktionen sin utcosvr, (u =1,2,..; v—=0,1,2,...) bilden in dem Quadrat 


0 = <zein vollständiges Orthogonalsystem. 
Es gilt demnach 


7 2 


An rm 21. Sb, sin utcoa vr u ee Se 
=(0 


vol v 


°) Vol. W.Schmeidler: Integralgleichungen IT. Leipzig 1950, S. 51. 


sche, 
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dabei ist das — Zeichen in dem Sinne zu verstehen, daß beide Seiten die gleichen Fourier- 
koeffizienten haben. 
Wir erhalten somit an Stelle von (20) die Integralgleichung 


lee 


Zunächst berechnen wir die Kernmatrix von (22), indem wir uns der vonSchmeidler ver- 
wendeten Methode bedienen ?). Wir wählen die beiden vollständigen Orthonormalsyteme 


1/2 1 
= - E —-l/-coßfr, we 
Pa (t) V: sin a ws(T) V: cos Pr pr E 
Ka ee] 
Schreiben wir (22) zur Abkürzung in der Form 


sin £ a 2 | 
— 4 DRSIn LECOSUT Eee (22): 
Vol ren cost 25 ER j (22) 


at) = [ka, rt) o(r) dr, 
ö 


so ergibt sich für die Kernmalrix a, g: 


| [RD oe) dr dt las ER EHE 
Speziell ist 
Gya - PR EN (24) 
Das der Integralgleichung (20) bzw. (22) äquivalente Gleichungssystem 
SA EN 


schreiben wir als Operatorgleichung in der Form 


(Eee EN NR NS MIR (25). 
Dabei ist 
A 
SADADEr: 
N | 
Die Gleichung 
Co =0g 
besitzt nun bekanntlich die bis auf die Konstante &, eindeulig bestimmte Lösung sr 
o—Ng+ 
mit 
0,0205 
{a 00. \ 
K=l1010. | 
0.0. ... 
in en EN —=E (Einheitsoperator). 


Wir setzen jetzt voraus, daß 


Er 022,2, (26) 


ist; dann konvergiert das folgende Iterationsverfahren zur Auflösung der Gl. (25): Nacheinan- 
der bestimmen wir die Näherungslösungen durch die Integralgleichungen 
/ (n) (n—1) (0) 
kv=g9y—-Hw.: Weazande0). 
Es ist dabei 
n 
DE RHH RI + ROTH oo) 


?) Bei allen jetzt folgenden Betrachtungen wird die Vertrautheit mit der von W.Schme:dlerin seinem 
Buch für Integralgleichungen 1. Art entwickelten Theorie vorausgesetzt. 
8) Vgl. Fußnote S. 404. 
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bis auf die Konstante @,, die durch die Abflußbedingung festgelegt ist (vgl. S. 399), eindeutig 
stimmt. 

Damit ist wegen (26) die Lösung der strengen Integralgleichung (20) bzw. (22) gegeben 
durch 


= [E-RH HRG? —....)(Rg-+ 0). 


Sie ist ebenfalls unter Berücksichtigung der Abflußbedingung eindeutig bestimmt. Wir wollen 
nun noch die einschränkende Bedingung (26) untersuchen. Es ist 


0, 0, OR 
1 1 1 
‚ y2 b1o> g ba: 2 bi3 N: 
N ; 
y2 bzo, 2‘ ba, 2 b;; 


[57 


(26) ist also sicher erfüllt ?), wenn 
4 3 2bvt3 2 bo<i 
u=1 v1 „=1' 


ist. Nach der Vollständigkeitsrelation ist wegen (21) 


a ” PL ) g PL 
[ [ «sine: H?(t, r) dt dr =72 Db,+2 I bo. 
06 u=1 v=1 1 
Somit ist also die Bedingung (26) stets erfüllt, wenn 
a 
| Frin ı- a Hy 00 <. ee 
00 


ist. 

Für alle Zusatzkerne H(t, r), die der Ungleichheit (27) genügen, jst damit die Konvergenz 
des geschilderten Iterationsverfahrens zur Auflösung der strengen Integralgleichung (20) ge- 
sichert und gleichzeitig bewiesen, daß die Gl. (20) eine unter Berücksichtigung der Abfluß- 
bedingung eindeutig bestimmte Lösung besitzt. 

Die Relation (27) besteht natürlich für alle Gitter mit weiter Teilung, bei denen außerdem 
die Profilkontur sich nur wenig von der x-Achse unterscheidet, denn dann ist ja A klein (vgl. 
S. 399). 

Sicherlich werden, jedoch auch stärker gekrümmte Profile der Bedingung (27) genügen, 
falls a nicht zu groß ist. Am besten wird man die Ungleichheit (27) in jedem vorliegenden Fall 
nachprüfen. 

In der Praxis tritt an die Stelle der Fourierentwicklung (21) natürlich eine endliche 
Fouriersumme, und das geschilderte Iterationsverfahren besteht dann in der Auflösung der 
wohlbekannten Integralgleichungen 


1 
7 


f m sint 1 Pad N: N 

[o) DL & Te TOP» 2 b„, sin ut cos vr dr 

r cos T — cost 7 u=1 v=0 
(n.=1,2, 2... 9=D) 


(n) 
für die Näherungen wo. 


In den Fällen, in denen (t, r) die Bedingung (27) verletzt, kann die Konvergenz eines 
Iterationsverfahrens zur Auflösung der Integralgleichung (20) nicht mehr nachgewiesen werden. 
In der Praxis wird man dann so vorgehen, daß man den Ausdruck asin t- H(t, r) durch ein 
Fourier polynom möglichst genau approximiert. Darauf wird (Tr) aus der an die Stelle von 
(22) tretenden Näherungsintegralgleichung 


ee et Ss 5 Sin u eo 
7 cos T— cost .o; nz J | 


ö „=1 v=0 


9) Bekanntlich ist die Wurzel aus der Quadratsumme aller Elemente eine obere Grenze einer Matrix. 
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berechnet 1%). Die Kernmatrix von (28) hat die Form (23), (24), wobei alle b,, mit u > N oder 
» > N identisch Null sind. 
Für die Bestimmung der &, aus dem der Integralgleichung (28) durch diese Matrix zuge- 
ordneten Gleichungssystem 
Dia Ve 
B=0 
müssen wir voraussetzen, daß der Rang des endlichen Anteils der Kernmatrix genau N ist. Dieses 
läßt sich allgemein nicht beweisen und muß in jedem vorliegenden Fall nachgeprüft werden. 
Einer der ersten N-+-1 Entwicklungskoeffizienten &,, ®1...@y, etwa ®,") bleibt dann 
frei wählbar. Die übrigen &,(» =1,... N) hängen linear von &, ab. Schließlich ergibt sich, 
jalls°M>N ist.2): 
DON+1 = In417 +» @m = Im- 
Die Konstante &, wird aus der Abflußbedingung bestimmt. 
Die Lösung von (28) hat die Form 


_ [4 Ä ’ 
10) EDER. M [M für M>N 
re er >) @p cos Pr. nn 
B=1 


Die Genauigkeit dieser Lösung wird man in jedem vorliegenden Fall durch Ausrechnen der Ge- 
schwindigkeitskomponenten am Profil (die ja die der Integralgleichung zugrunde liegende 
Strömungsbedingung erfüllen müssen) nachprüfen können. 


7. Eine weitere Integralgleichung erster Art 


Bei der Berechnung der Strömung durch ein Schaufelgitter mit endlich dicken Profilen 
wurden wir auf die Integralgleichung (13) mit der Zusatzbedingung (2) geführt. 


Die Funktionen e«!® bilden in dem Quadrat — n< ‚<a ein vollständiges 
Orthogonalsystem. Es gilt demnach 
EI (DE BE NE EEE a a NEE. IGE 0 2129); 
v9 ı1=—w 


Z’ bedeutet, daß der Wert u — 0 ausgelassen wird. Das ist wegen (12) notwendig. Die Inte- 
gralgleichung (13) geht somit über in 


10 = 5, | o@ las zZ + DamsS: Dun ern Nr BERUHEN (003; 


uv=—-9© Vv=—o 


Zur Berechnung der Kernmatrix von (30) verwenden wir das vollständige Orthogonalsystem 


13 
DU] Er =0I,+1,+2%...). 


Schreiben wir (30) zur Abkürzung in der Form 
TUR, v)o(r)dr, 


so erhalten wir für die Kernmatrix: 


vun —— In —)ß>0 . 
| 2 Kid) Blr)a(lt) rd=F ist ba A 0 - (31). 
(B= HE He) 
Speziell ist 
Ur bri: ER 5 232). 


10) Natürlich kann man diesen Weg auch beschreiten, wenn H(t, r) der Relation (27) genügt. Ein Iterations- 
verfahren nach dieser Methode (mit der Lösung von (28) als erster Näherung) ist jedoch weniger zweckmäßig, da es 
umständlicher ist und eine ungünstigere Konvergenzbedingung hat als das Verfahren auf S. 404/405. 

11) Ebensogut könnte auch ein anderes &,(v = l,... N) frei bleiben, ohne daß dabei an unserer Betrachtung 
irgend etwas geändert würde. Der oben ausgewählte Fall ist nur insofern ausgezeichnet, als die Determinante 
unseres Gleichungssystems zur Bestimmung der w, die Hauptdiagonale der (b)-Matrix enthält. 

M 


r : 2 Ä 
12) M stammt aus der\Entwicklung: g(t) = 3 D gusin ut. 
u=1 
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Die Auflösung der Integralgleichung (13) bzw. (30) ist äquivalent mit der Auflösung des Glei- 
chungssystems 


x 


RE el EL. 


B=— 6 


Damit überhaupt eine Lösung vorhanden ist, und kein Widerspruch auftritt, muß 
en a A Be 


sein. Das ist bei uns wegen (7) und (10) automatisch erfüllt. Wir schreiben (33) als Operator- 
gleichung in der Form 


CHH)E 1. u BE RE 
mil 
0: 2 Tr 
0 —i 0 
Bo: 0 
Die Gleichung 
Co = 


hat bekanntlich »), wenn (34) erfüllt ist, die bis auf die Konstante ©, eindeulig bestimmte 
Lösung: o = NRf +09, . 


Unter der Vorausselzung, daß 


IRH< his MN eat METER 


ist, wenden wir zur Auflösung der Integralgleichung (35) bzw. (30) das gleiche Iteralionsver- 
fahren wie auf S. 404/405 an. Die Integralgleichung besitzt dann unter Berücksichtigung der Ab- 
flußbedingung eine eindeutig bestimmte Lösung. Es zeigt sich, daß (36) erfüllt ist, sobald 


J f IA, ?)) "al dr <— An? Tut at ri 
ist. In jedem vorliegenden Fall läßt sich ohne allzu große Schwierigkeiten prüfen, ob (37) er- 
füllt ist. 

Für die praktische Rechnung tritt an die Stelle der Fourier entwicklung (29) eine end- 
liche Fouriersumme. Das Iterationsverfahren besteht dann i in der Auflösung der Integral- 
gleichungen 


1 2 Mine ar) 1 (a BL S b,, elw—rn) | 
FE o(T)«c g- 9 t=för- Sn o(T) x: un e" er 


—_n j er 


(0) 
(n=l33, Ad) 
a (m 
für die Näherungslösungen © (T). 
Wenn H(t, r) die Bedingung (37) verletzt, läßt sich die Konvergenz eines Iterationsver- 


fahrens zur Auflösung der Integralgleichung (13) nicht mehr nachweisen. Man wird dann 
wieder den Ausdruck H(t, r) durch ein Fourier polynom möglichst genau Be 


und o(r) aus der Näherungsintegralgleichung Fi 
n \ hp had 
zs a o(T) ig Br. 3” 2 L „ns län 
EN 3 y=—N z 


SF ji 
ne Die Kernmatrix von (88) hat die Form (31), en. wobei er 
> N identisch Null sind. e 
Wir setzen voraus, daß der Rang des. endlichen | s de) 
Ein Beweis hierfür läßt sich allgemein nicht EL in dem 
sich jedoch leicht he Ära an; a 


ei) Ye W.S 
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Das der Integralgleichung (38) durch die obige Kernmatrix zugeordnete Gleichungs- 
system 
°C 
PER HR Kerr +:.... ) 
B=—x ; 
dient dann zur Bestimmung von ©, ®, ..: ®y, ®_y, Während &, zunächst frei wählbar 
bleibt 1%) und später durch die Abflußbedingung festgelegt wird. Dieo, (= +1,... + N) 
hängen linear von w, ab. 
Schließlich ergibt sich, falls M > N ist: 


DIN El Ns, 0-05 WDoun— — [-u . 
Die Lösung von (38) hat die Form 


M 
: Peer 
HT De [O7 ir = Dg Fe 
i 2% an ' 
--[v] 


Die Genauigkeit dieser Lösung prüft man wieder am besten durch Ausrechnen der Geschwin- 
digkeitskomponenten am Profil, die ja die Strömungsbedingung erfüllen müssen. 


8. Ein Integralgleichungssystem erster Art 


Die Behandlung der Strömung durch eine Gitterstufe mit linienhaften Profilen führte 
uns auf das Integralgleichungssystem (15). Die Auflösung dieses Systems führen wir durch, 
indem wir die Methode, mit der wir in Punkt 6) die einzelne Integralgleichung (6) behandelt 
haben, auf das System übertragen. 

Wir teilen hier nur das Ergebnis mit: 


Die Konvergenz des durch die Gleichungen 


(n} (n—1) (r—1) 
Co — M— Yu 91 — Dia a 
en) (n—ı) mi) a Re al) 
Co, = %— In mi 9a © 
charaklerisierten Iterationsverfahrens ist gesichert, wenn 
B5 55 af Bine Hier 1)? Tr are Le) 


a=i p=1 
ist. In diesem Fall besitzt das Integralgleichungssystem (15) eine unter Berücksichtigung der 
Abflußbedingung eindeutig bestimmte Lösung. 
Ist die Bedingung (39) verletzt, so können die in Punkt 6) für diesen Fall gemachten Aus- 
führungen ohne weiteres hierher übertragen werden. 


9. Ein weiteres Integralgleichungssystem erster Art 
Die Betrachtung der Strömung durch eine Gitterstufe mit endlich’ dicken Profilen hat 
uns auf das Integralgleichungssystem (18) mit der Bedingung (19) geführt . 
Wir übertragen die Auflösungstheorie aus Punkt 7) auf dieses System und geben hier 
wieder nur das Ergebnis an: 
Das entsprechende Iterationsverfahren konvergiertl, wenn 


B3 5 J Mes Ta)|? dt, dr, < An? 
gq=1 p=1 —r 

ist. Andernfalls gelten die für diesen Fall in Punkt 7) ange stellten Betrachtungen Snugemaß 

auch hier. 


Die Anregung zu dieser Arbeit verdanke ich Herrn Prof. Dr.-Ing. R. Wille. Bei 
ihrer Durchführung haben mich Herr Prof. Dr. Dr.-Ing. W. Schmeidler, Herr Prof. 
Dr. E. Mohr sowie Herr Dr. D. Morgenstern durch wertvolle Hinweise unterstützt. 


14) Vgl. Fußnote S. 407. 
Eingegangen am 17. September 1952. iz 
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Zur Torsion von Stäben 
Von Alfred Herzig in Freising 


Unterliegt ein Stab einer reinen Torsionsbeanspruchung, so wird ein beliebig herausgegriffener Stab- 
querschnitt bekanntlich im allgemeinen verwölbt. Gelingt es, bei vorgegebenem Querschnitt diese Verwölbung 
anzugeben, so lassen sich daraus die Drillungssteifigkeit und die Formänderungsarbeit des Stabes sowie 
die Schubspannungen innerhalb eines Querschnittes berechnen. Die Lösung dieser Torsionsaufgabe 
ist aber nur für wenige Querschnittsformen exakt durchführbar. Im folgenden soll gezeigt werden, daß 
man bei den Querschnittsformen Halbkreis, Viertelkreis und Kreis mit radialem Riß mit Hilfe der kon- 
formen Abbildung sofort zu geschlossenen Lösungen gelangt, die in völlig ewakter Weise auswertbar sind. 


Subject lo pure torsion, an arbitrary cross-seclion of a bar is generally bulged. If it is possible to give 
Ihe displacement in the direction of the axis, the torsional stiffness of the bar and the resilience work of 
deformation are as easily computed as the shearing stresses in the cross-seclion. But the solution of the 
problem is known ewactly only for few shapes of cross-section. It is shown that, for the semicircle, the 
quarter of a circle, and Ihe circle with a radial split, conformal mapping renders at once exact solutions. 


On sait que, si une barre est soumise ü une torsion pure, une section transversale quelcongue de la 
barre est grossie en general. S’il est possible d’Evaluer le deplacement dans la direction de l’awe, la raideur 
de torsion et le changement de la forme de la barre ainsi que les lensions de deplacemeni dans la section 
Iransversale peuvent &ire compul£es. La solution de ce probleme de lorsion, cependant, ne peut ätre execulee 
ewactement que pour peu de formes de section transversale. Dans les deductions suivanles il sera montre 
qu’au formes de section Iransversale du demi-cercle, du quart d’un cerele et du cercle avec une fente radiale 
al’aide de la representation conforme on parvient tout de suite a des solutions ewactes. 

IIlpu uncro crpyuuBamıneii HATPyske CTEeP5KHA IIPOW3BONIBHO BBIOPAHHOE TONEePeYHOB ceyeHHe 
erO, BOODINE TOBOPA, KAK H3BECTHO, NedopMupyercHa BBINYyKIO. - Ecamu MehopMmauna 9Ta, IpH 
3A]1AHHOM TIOMePeYHOM CeYEeHHH, OMPENEJIHMA, TO CONPOTHBJIEHHe HA CKPYYHBAHHe M Nehop- 
MAIHOHHAA PAa60TA CTEPKHA, a TAKIKe CABHTAIOINHE HAIIPSHKCHHA BHYTPM KAKOTO JINÖO NONepey- 
HOTO CeyeHHA, MOTYT ÖbITb BbIyHCc/TeHbI. PermeHne 3TOH 3alayu KpyYeHHus BO3MOIIHO, OAHAKO, 
B CTPOTOM BHAC, JIHLIb MIA HeMHOTUX POPM IortepeyHoro ceyeunn. B HuKecnenymiKeM ÖyAer 
IIOKa33H0, YTO Art dOPM ceyeHnA: NOAYEPYT, KBAApaHuHT HM Kpyrc panmmasısHof TpeıMHOH, 
KOHPOPMHOE OTOÖPA>KeHHE IIPHBOAUT HEIOCPEACTBEHHO K 3AMKHYTBIM PEeIIeHHAM, HOILYCKAHIIHM 
BIIOJIHeE TOYHO® HCIIOJIB30BAHHE. 


I. Der halbkreisförmige Quersehnitt 
Die Halbkreisfläche sei gegeben durch 
ae Yasil,, ya Dis ee 


wobei die Ebene eines beliebigen zur Stabachse senkrechten Querschnittes als x, y-Ebene 
gewählt sei. Die z-Achse verbindet dann die Halbkreismittelpunkte und ist zur Stabachse 
parallel. Sind ferner «, v, w die Komponenten des Verschiebungsvektors, wobei also 
u=u(%, y2) und v—=v(z, y,z) die Verschiebungen innerhalb der Querschnittsebenen und 


ow 
w=—w(%, %, 2) die Verwölbung der Querschnitte bezeichnen, so kommt man wegen ST 0 zu 
folgendem Ansatz }): ; 


u=—0o'(y— Yı)2, vw—=-0°'%2, EEE? Y) a (2); 


4 
hierbei sind « der auf-die Längeneinheit treffende Verdrillungswinkel des Stabes und % ie 


die Schwerpunktsordinate des Halbkreises. Die noch unbekannte Funktion f(x, y) wird als 
Torsionsfunktion bezeichnet. Aus (2) folgt sofort für die kubische Dilatation 


ou Mm _ ow 
= — 0 ’ 
& 0% Br 0Y * 02 
d.h. bei reiner Torsionsbeanspruchung des Stabes bleibt sein Volumen ungeändert. Die elasti- 


schen Grundgleichungen lauten, wenn keine Massenkräfte vorhanden sind: 


i 1 00 1 00 1 00 
FERNE yo . er rl) raw 3) 
me 0 A aa „0 
(s =Poissonsches Verhältnis von Querkontraktion zur Längsdehnung). 
Von diesen sind die beiden ersten durch (2) ohne weiteres erfüllt, und die verbleibende dritte 
reduziert sich auf 


0? 0° 
z Ar 2... een le 


1) Vgl. hierzu Schaefer, Theoretische Physik, Bd.I, 1914, S. 529 oder Sommerfeld, Theore- 
tische Physik, Bd. II, 1945, S. 292. 
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mithin genügt die Torsionsfunktion im Inneren des Halbkreises der zweidimensionalen La - 
placeschen Differentialgleichung. Als Randbedingung ist zu beachten, daß am Rande die 
Schubspannungen in die Richtung des Querschnittumrisses fallen: 


dy da 2 
an dz —() Er A LE (55 


Nun ist nach (2), wenn «u den Schub- oder Torsionsmodul bedeutet: 


ur is ee) a (-w-wW+4). 


v  Ow R) 
Tzy = (+5) = ua: (o+ 2) . 
Also erhält man als Randbedingung für f(z, y): 
of dy of do 


R d 
a WdE a 7,02 
dr ds 


02 ds 0yds WW +: N 

Sie vereinfacht sich, wenn wir die zu f(x, y) konjugierte Potentialfunktion g(x, y) einführen. 
Wegen 

ra ne 19 

02 0y’ Yu 
wird dann aus (6): 

d 1 d 

a le or ed ee) 


Mithin gilt am Rande des Halbkreises 


ae 
Hz ler‘) EEE I RI WOR 
u En man als Integrationskonstante, die offenbar für unser Problem unwesentlich ist, 
-5 y, wählt — Air er Bye des Halbkreises genügt g(z, y) der Laplace schen Diffe- 


Fentialgleiehung- Ep en m —0(. Damit ist aber unsere Torsionsaufgabe auf die erste Rand- 
wertaufgabe der zweidimensionalen Potentialtheorie zurückgeführt. Letztere besitzt aber be- 


kanntlich die Lösung 


9(%, y) = nn a an ne 


wo /‘(&,n; x, y) die zum Aufpunkt (x, %) ee Green sche Funktion des Halbkreises und 
0/0n die Ableitung nach der inneren Normalen bedeuten. Da der zu dem linearen Glied der 
Randwerte (7) gehörende Anteil der Potentialfunktion g(#, y) keiner Berechnung bedarf, 
erhält man aus (8) in unserem Falle 
Ns 1 +y: oT f 
et] 5 a a SEE 1987]: 


Im folgenden werde gesetzt: 
Etin=t=oe?® mt 2+mNs1n20 bzw osl10sd<se, 
stiy=2=re? mt @+y<1l, y>0 bzw r<l, 0<yp<a. 

(Eine Verwechslung mit der bisherigen Bedeutung des Buchstaben z ist wohl nicht zu be- 


fürchten.) 
Dann ist: 


1 
T(&,n; Tr % (9) 


wenn W(£,z) diejenige Funktion bezeichnet, die den oberen Einheits-Halbkreis der {-Ebene 
konform auf den Einheitskreis der W-Ebene abbildet, und zwar so, daß& = zin W=0 über- 
geht. Diese Abbildungsfunktion ergibt sich aber sofort nach dem Sch warzschen Spiege- 
lungsprinzip zu 


_k=9l— 2) 
ea nen ae I). 


je; 
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u mn 


wozu noch ein Faktor vom absoluten Betrage 1 treten kann, den wir hier gleich 1 setzen. 
Also ist: 
C-2)1— 2) 
© 2)(1 — 22) 
Ist 7, die zu Z’konjugierte Potentialfunktion, so ist 
log 2) =— (TH IN), 


und es gilt am Rande des Halbkreises: 


En: syJ)eR 


Were 2 b = | 
Ww de —_ ds. E= V ds ds . 
Nun ist aber ER und, da/’==0 am Rande, 5 0. 
on os 08 
Also ist 
ol’ 1 W 
ee 


am Rande des Halbkreises. Mithin wird nach (8°): 


1 7 
r Le LER NOTE SE or 
y%,Yy)=— nt | ur“ ir 7 a 


1 


| un TE 1 Bra ze 
ie a : a at it 


Helles rare 


0 
oa. 
1 
% BR INN VER URAN yE 
g9(, y)=— nut ade are) dE+ h 
nz pe 
ar san oa 


+ Ani +r—2rcos(d—g) 1-+n7—2rcos(d +9) Dev Hm +99 y) 


Wir wollen mit der Berechnung von g(%, %) beginnen, die besonders rasch gelingt, wenn man 
die Potentialfunktion 


u 
Di Peer ee £ 
o(2z; v, d,) Tan, It r_2r cos (9 — 9) dd, 0s d, Ms 27) 


das „harmonische Maß des Bogens (9,, 9) im Punkte z in bezug auf den Einheitskreis“, ver- 
wendet. Ersichtlich ist: E 


98. y) =5 (o(2 0,7) — ol; —m,0)). 


Nun ist (vgl. Bild 1): 
2m o(2; d, ds) —=2— (,— 9) 


mit 
ea — z 
arg, 
und 
6 De)? H ‚oe: ER | 2.47 
Res satt. Niultesüan Halt 
ü n iylıle bir tdi pdhn 
Also ist: eg ‚Se 
E11 


(2; 0, = arg 
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mithin: 

2.1 Ir wr 2y i ö > 
%(z, Y)= Target SE l=— — are [g Per; (arctg0—=0 bzw. arg(— 1)=x) (13). 


Die Randwerte von 9,(, y) sind offenbar 
(E50) =0 für -I<E<I "und 9,(cos 9, sin ©) -5 für 0<Pd<a. 


Die Berechnung von 9, (2, %) zerlegen wir in zwei Schritte. Esist: 


1 1 1 
(ie: en le een a2) — 
JGZHPrP Bu er 
1 1 \ 
ade | 
- (E+2)dE +2 rl + 2*log- 22 W 
| J A 2 + 1 
also: 
1 
j 2 i 21 1)2 2j2 
| = is y de = =2y + (x? ee Ye); (are [8 Ser a; -1- kr) — CY In ae (14a) 


1 
(arctg0 =0, k ganz). 


Weiter ist: 


1 ne 2 
FE ye? IE j Bee Weir (nl ale 
| (1 = n£)® 7. yaE de = | 1 I de —J 22 | 7 dt 


— — 


42 24 ar y® | i 2y ) | 
Be je — + (aret Hl 
ea (1 — 28)? + y2E2 Ge @+y (2?+ y?)® re eryp—1 z | (14b). 
| 


VER Be EAN EEE 
a 


Die Zusammenfassung von (14a) und ” b) liefert 


(arctg 0 —0, ! ganz) 


1 1— 2 
A/B ra 1224 #i0g, u, +, 081, = 
2yY l r ( Drarya ß 
Saar Hesdan ae ud (14), 
FEN a ZUR RE CR | v2 Bnai 
TE mi Er rip 
(arctg0 —0) 


wobei noch k =1 und 1—=0 gesetzt worden ist, da nur dann 9ı (2, %) die el Rand- 
werte annimmt, nämlich 


HE) = für; -I<i<i 
und 
gı (cos ®, sin d) = 0 für Bd. 


(13) und (14) enthalten die Lösung der oben gestellten Randwertaufgabe. Führt man noch das 
sog. Torsionspotential 
Fe) =f(u tig, y) 


ein, so hat man für dieses in unserem Falle 


L- „log 1, + 210g HH -2Ri+0) (15), 
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dessen Realteil die gesuchte Querschnittsverwölbung gibt: 


1 1 2 2 
er nr 3. [e+ a 5 = er yi | 
2y ) a ET 
2 oylareig; Fyp—1 +rJ)+ Aryl ar Be een Er aaa) 
22% 5 EN. ei | 
Far" HBaryp-i en ) 


Wegen f(0, %) =0 ergibt sich für die noch unbestimmte Konstante der Wert © —=0. Man 
kann an (16) unschwer verifizieren, daß die Randbedingung (6) in der Tat erfüllt ist. 
Das Torsionspotential F (z) läßt sich kürzer schreiben, was für das Folgende bequem ist. 
Zunächst ist offenbar 
2 
F() = — (22 Zu SE arr.: ze 
2) Yo? 5 + 2" log +7 _ +2 reg 
woraus man übrigens ersieht, daß F(z) in z=0 eine einfache Nullstelle besitzt und bis auf die 
logarithmischen Singularitäten z= + 1 sowie deneinfachen Pol z =» in der ganzen Ebene 
regulär ist. Weitere Umformung ergibt: 


1 
Foa=— wetz, (2 2 


mithin: 


i 


I 
ru & 


- 21 


a|w 
ey 


ER ETERET — 2 
AR 22 Sitz 


| 
=E z 108 1] +5 = hr) 
Zunächst soll nun die Gestalt der Fläche ermittelt werden, in die der halbkreisförmige Quer- 
schnitt durch die Torsion des Stabes verwölbt wird. Aus (15’) folgt: 


F@)=— we+5 


F-2)=—-F(e), 
also: 
Is Yy)=-f(&Yy und 98, y)=gle,Y) 2 ner: 
Insbesondere ist also: 
70) E0, Tür 0 SE 1 Tr ger 


d.h.: die Halbkreisfläche erfährt längs ihrer Symmetrielinie keine Verwölbung?). Setzen wir 
f(&, 0) weh und f(cos d, sind) = (9), 


so ist nach (15’) und wegen %, = 


= 
‘ h e8 73 28 Kehle 2 1—E£ EN 
= ge+2le+r)tle-4) m 0 1sesiı), 
; | 4 | » C 
27:2) =— msin2d+72cosd+4sin®ölnctg — (s#<a). 
Nun ist: 
2 
A(0)=0, (+ IE 
und: 


an fıld)=— 3 +alı -5) ae AI + N 1 +2l1- 5) = 


3 +alı-a)brler m 


also: 
RB. ee a 
Il) Ss tan 
Da ik (— &) =— fı (£), erhält man durch numerische Auswertung für fi (£) folgendes Bild: 


Ferner ist: 
h0) =3—, Az) =, ha) = zn. 


2) Diese selbst wird aber wegen (0, 0) > 0, u(0, 1) < Oin jeder Ebene z = const verbogen. 
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Weiterhin: lKıE) 
2x: fs(0) =— 2700520 — 5 sin d ie 
Ö 
+4sin 2 d In ctg Sir 4sin ® 
= —27c052% 
& vw 
+8sin® cos Alncig >— 7 ; & 
also: 
rt Ir! ES 
Q=-1, Al@)=1ı-200, 
d)=-1. 
Nun ist = 
ar -) = — (9), Bild 2 


und numerische Auswertung ergibt für f,(®) folgendes Bild: 


Der halbkreisförmige Stabquer- 
schnitt erfährt bei Torsion des 
Stabes also eine Verwölbung, wie 
in dem folgenden Bild 4 darge- 
stellt wird: 


Für das Folgende ist es 
zweckmäßig, die sog. Spannungs- 
funktion @(z, y) einzuführen, die 
durch 


Bild 3 
1 
a) NEE Ye is la 9b (19) 
definiert ist. Sie genügt innerhalb des Querschnittbereiches der Poissonschen Differen- 
tialgleichung A@ = — 2, und längs des Randes ist @ —0. Die Spannungsfunktion erlaubt 
nun folgende einfache Darstellung der Schubspannungskomponenten: 
() 09 0G ) 
Tr = ua Be ze )) a (3 ld n)) nn: | = 
af. 24 16 2.220). 
Ty = Ua FIT +27 ),=u0 = Fil=— ua" 3r 
Wegen der Randbedingung (5) ist dE =0 am Rande des Querschnitts, also 
@ (x, y) = const ehe nn. (21) 


die Gleichung der Schubspannungslinien. 
Das Moment der Schubspannungen um die Stabachse ergibt sich nach den Gin. (20) zu: 


0G 0@ u 
u= [| (mw Wr dedy-— ua [le + ww) day 2) 


Dies ist zugleich der Betrag des äußeren auf den Stab wirkenden Drehmomentes. Daß 
. die punktweise Verteilung der beiden Momente über einen Endquerschnitt im allgemeinen 
nicht dieselbe sein wird, ist nach dem Saint-Venantschen Prinzip unwesentlich ?). 


3) Vgl. hierzu Sommerfeld, Theoretische Physik, Bd. II, 1945, S. 289. 
29% 
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M 2 a EHE a 
Bezeichnet man ( —= — als Drillungssteifigkeit des Stabes, so gilt 
& 


4 £ 0G 
o=--„[[(e+W- 55) de dy ame WER (23). 
Benutzen wir hier den Greenschen Satz 
|| vavanay+ | | (0, V.+ 0, V,)dray —— | 3" as 
“S “© RS) % 
1 
mit U Gi, Wyennaser =. [2?+ (y — yo)? 
so wird: 
SS2 € da dy+ [| (20, + (y— 0) ,) dady—=0, 
also: 
C=2u][E(z,y)dady, ana (24). 
Nochmalige Anwendung des Greenschen Satzes in der Form 
If (Ar eve | e v2”)as 
on on ® 
R (©) 9 


mit U — Glz,) und Vo n (2° + 2) liefert: 


1 7 
1 0@ 1-0 
@ 2 2 a E er je. 4 A 
I (2@+ (2? + y?)) da dy > & na 2% ea 
mithin wegen 
h 1 
| (24 2) da dy- | |raap=:: 
cn a) 
BE: 1 26 
7 | 
o- „(34 ER EN ") nr " 
Setzen wir 
CHE u Ye ACZEE JeYW)tyVe=pyaY)- 2.2. : (26), 


so sind 9 (x, y) und x (x, y) im Halbkreis analytische und konjugierte Potentialfunktionen, 
wobei x(z, %) die Randwerte (vgl. (7) und (8)) 5 (£2-+n?) besitzt. 


Nun ist nach (19) und (26): n C 
2 06 ie ) a BEP 4, 
öylomo \ay Alyno a 


wenn wir analog wie früher 


MEET) | | 
setzen. Mithin ist: 4 


lb He+(er Deiztleihf- re Juist 
und damit: 
5 &- le 1) +(® Fer | 


BR |ea#-2+ em! 


DTR: 


-:.—4+ | In art [(UndtEr BE © 


ee 
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East” 
RE. 1 1 1 
BT namen N 4 6 8 YÜOSSE, Sage we 
2 | en gas ler teten )as 
1 1 1 1 ) - ) e 1 
—_— 5 — er 
ı(; a ro 7 1% D RR 7 ah 
1 1 1 1 4 
ik De A Air 
Weiter ist 
1 1 ß 
nid 1 |( 1 len ) -4( Fa )=-% 
ae minge=i| 1+r35 Br ee rear We =) 
Also ist: 
2 n2—8 
2 IT J| = 4 -H D) _— 9 D 
d.h.: 
7 2 — 8 
a 4 a 
Ferner ist: 
06 & ) <(r 2) Op(cos d, sin d) ; 
= =l—ı; 1 - - 1=— 9(d)— 1 
Dre or $ 1 or 0% y2(9) 
mit 
! (9) =9 (cos d, sin d), 
folglich: 
f 1 06@G Tas, : 7 2 7 2 —4 
A m un rel) 5, 2 00m 
Einsetzen der gefundenen Integralwerte in (25) liefert: 
7 4 n? — 8 
N ee 
Hieraus folgt weiter: 
Mc ne — 8 
Da 2 
Ist y» der gesamte Torsionswinkel des Stabes, also 
v=al, 
wobei ! die Stablänge bezeichnet, so erhält man dafür aus der obigen Gleichung den Wert: 
wr2riM 
Tu —8)' 


Das elastische Potential oder die ru ra des tordierten Stabes ist 


fl | 1me+ Tiy) da dydz . 
Nach (20) wird 
A = zine: (| [63 + 6%] da dy. 


on 


27), 


Wendet man hierauf die erste Form des Greenschen Satzes mit U= V=@(a, y) an 


so erhält man: 


A= in 2 || 6 andy, 


dch.: 
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Mithin ist: 
— en 5 
A=lua : 


Stellen wir die drei gefundenen Ergebnisse zusammen, so haben wir: 


SB, 


Es sei noch kurz erwähnt, daß der Faktor von win der ersten dieser drei Gleichungen durch- 
aus nicht das polare Trägheitsmoment des Halbkreises darstellt, wie es äber beim kreisför- 


migen Querschnitt der Fall ist. Denn für den Halbkreis ergibt sich wegen %, _ nach 
dem Steinerschen Satz: % 
TT 


16 
I@+ y) de dy ee 


also das polare Trägheitsmoment zu 
TC Se ed 
4, 9) , 3b 


Abschließend wollen wir nun die Spannung am Rande des halbkreisförmigen Querschnittes 
untersuchen. Der Betrag der Spannung ist: 


«= Yaatiı us YE+G N ee (29). 


Wir wollen zuerst den geradlinigen Teil — 1< &<1des Randes betrachten. Dort ist wegen 
G(£&,0)=0: 
06@ 


ee =, Zund (wel. >. 416): = 
a (vg ) a 


Alspast ler y=0 es 
Er -nal= el) + le Ein 1 or 


—-H=yp(d), = 9(+1)=0 
4 


96 


=gp(}). 


Es ist: 


1— 
Für0< E<1ist na: < 


9 Del 1 
Pie) -1[2- + Hn15)> a 


< —2E, also 


Mithin ist: | 
lei(d)l)=gpi(E) für ErisenERt Tr 
Weiter ist: 


ink 1 ee ee 3 
yi(d)= ae ltr gm Da FATE &3. =) &3 u a 


Also ist: . : 
91 (0) =0, a(+)=Fo, 


und: i 
=D ün- DLIESEe = 
, 5 Er 5 
N x 
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Folglich ist: 
Pie) Sl. OEL, 
Bel für -1<Le0, 
lee 0 für -IZE<T, 
Also hat man für @1(£) folgendes Bild: 

Mithin ist 7=0 in den Ecken des Halb- 
kreises, während in der Mitte des geradlinigen 
Teiles des Randes ein Höchstwert der Spannung 
vorliegt von der Größe 


u Bat &,0) 


8 > 
Tmazx, == U& s 37 ee Ein (30). 
An dem Randstück r = 1,0 sd <a gilt 
@ 
u“ — 0 da @(cos d, sin d) — 0 
Pr 
für VEUS KH: Bild 5 
Nun ist: 
er — @, *- COS ZZ @,; . ER 
Pr 
G,=G,-sing +0,.-7 
5 
Mithin ist fürr =1: 
G.r21 = Orlsaı "608-9, ee re sin dd, 
folglich: 
Ve:-+ Glsı = |6;Lh=1l= |e2(®) +1] (vgl. S..417). 
Es ist: 
92(9) +1=2sin?d — E sin (2 + cos # In a) - h(9), 
also: 


| | 
[SW 

| 
vi 
NY 
=, 
se 


ae +9) = 12-9), h(0) =h(n)=0, (3) 


und für 0<9> 5: 


h(9) >2sin?d — = sin d(2 — 2 cos? 9) =2 sin? d (i = - sin 0) sl. 


Folglich ist: 
Ih(9)| = h(%) für EEE 


Ferner ist: 


c 


KO) —2 sin 20 008 0 2 u 


1+c0s#' 


Setzen wir für O<P< T.od—=z, soist Oo <z<]1, und es wird: 


2 
r a Aue 2 | 2 1 3 ls 
"= — |ray1- 2242 —1) +5 +50 le 
Bi ER 1 y 1bazıs, Bear . 2.2 
ur; re(1-5 2 De ze 5.4.6.8 


ner Here Ner-]- 


jener lea) 


ARESEn: STE PER 
Ale: al 272 an) = | 
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Das allgemeine Glied dieser Entwicklung lautet fürn > 2: 


2n+3 1 a E 
renrem, 2-4-.6...2n r) ee NE 
Setzt man 
e 4, DA -(2n+3) 
N en 
so ist 
DA + Zr +2)2n+5 An?+14n+ 10 
Gegen MON, >= Ani+ianda 


mithin c, >1, alsoa„,—b,„>0 fürallen> 2 
Folglich ist: 


"(#)>0 für 0<9<T. 


‚(7 ‚[” 
are) 


"(O)<O für - <P<n. 


Ferner ist: 
also: 


Endlich ist: 
Ko=+n, HE=0, Wia=-ıo. 
Wegen 


Dr ER. . 3 2) 2: Je L 4 2 
a „sind a-3+32-3)2+5(575 up rn 
ist noch 
hio)<0r. tu Ideen 
Damit hat man für Ah (9) folgendes Bild: 


A (d)- Ta -T(C0s dsind) 
1 


Bild 6 


Man findet also wiederum, daß r=0 in den Ecken des Halbkreises ist, diese also span- 
nungsfrei. sind, während in der Mitte des Halbkreisbogens ein Höchstwert der Spannung 
vorliegt vom Betrage 


man = pa: (2 — 2) ER EEE bs ae Ve. (31). 


IT 


Es ist Tmaz, < Tmaz,; die größte Spannung am Rande des halbkreisförmigen Quer- 
schnittes tritt also in dem der Stabachse nächstgelegenen Punkte auf. 

Zum Schluß der Betrachtung des halbkreisförmigen Stabquerschnittes wollen wir uns 
noch von der eingangs gemachten einschränkenden Voraussetzung lösen, daß der Radius R 
des Halbkreises den Wert I hat. Ist R#1, so ist offenbar 


a a Ba | 
ga, .R: al 23-2). sh ae 


die Lösung des zugehörigen Randwertproblems, 
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Setzt man 

nn — % ’ RS =— 7 ’ 

ne 


so folgt aus (32): 
Fo=R:r), fPay=R-fay). 


G*a,y)=R-G(a, yı), Gz(& y) =R:@2, (0, Yı), 0,(@ y)= R:@,,(&, Yı)- 
Folglich gehen die GIn. (28), wie aus (24) sofort ersichtlich ist, über in: 


(23%) 
und aus (30), (31) wird, wie man (29) entnimmt : 
vn ER REN, für 2=y=0 ......0. 0. .(30) 
In 
und: 
Tmaz, = U (2 E 5 R für r=R,d = - Sata 
7 2 


Das Handbuch der Physik von Gei ger und Scheel, Berlin 1928, Bd.VI, Kapitel 3 
„Elastostatik“ (von J.W. Geckeler, Jena) gibt folgende über Reihenentwicklungen 
gewonnene Ergebnisse an: 

20,290. ; Tas) = KOEV,SAIR; Baer ba, 219 RR. 


Es sei erlaubt, diesen Werten die von uns gefundenen exakten Werte gegenüberzustellen: 


> J 
— 0,2976 ; % — (0,8488 ; 2 — = — 0,7268. 
2 In 1 


II. Der Viertelkreis als Stabquersebnitt 


Der in Abschnitt I behandelte Fall des halbkreisförmigen Querschnitts legt nahe, all- 
gemeiner einen beliebigen Kreissektor mit dem Öffnungswinkel y (0 <y <2x) als Stabquer- 
schnitt zu wählen. Da sich ein beliebiger Kreissektor ohne Schwierigkeit konform auf den 
Halbkreis abbilden läßt, ist der allgemeine Fall also auf den im Vorhergehenden betrachteten 
zurückführbar, mithin das Torsionsproblem für den Stab mit sektorförmigem Querschnitt 
durch die Untersuchungen des ersten Abschnittes als grundsätzlich gelöst anzusehen. Der 
praktischen Durchführung bieten sich jedoch im ein- 
zelnen noch erhebliche Schwierigkeiten. Da wir uns 
in dieser Arbeit vorgenommen haben, Näherungs- 
lösungen zu vermeiden, seien im folgenden nur die 
Fälle y => und y==27 betrachtet. Die Behand- 
lung dieser beiden Fälle gelingt in folgender Weise: 


Der Kreissektor © in derz-Ebene, gegeben durch 
0<r<s1, 0<sp<sy(<2a) (siehe Bild 7) 


wird durch den Hauptzweig von 


5. (83) 


Bild 7 


konform auf den oberen Einheitshalbkreis in der z,-Ebene abgebildet. Nun gilt es doch, wie im 
Abschnitt I gezeigt wurde, eine Funktion g(z, y) zu suchen mit der Eigenschaft, daß Ag—=0 
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im Inneren und 9g=g9 = 3 (2? + y2) — 29% — Yoy am Rande von © ist ((a,| yo): Schwerpunkt 


von ©). Bei der Berechnung der Drillungssteifigkeit und bei der Untersuchung der Spannungs- 
verhältnisse am Rand des Stabes mit halbkreisförmigem Querschnitt hatte sich aber gezeigt 
(vgl. (26)), daß hierfür die mit den Schwerpunktskoordinaten multiplizierten linearen Glieder 
der obigen Randbedingung unwesentlich sind. Verzichten wir also im folgenden auf die Dis- 
kussion der Querschnittsverwölbung, so genügt es, diejenige im Inneren von © analytische 


Potentialfunktion x(z, y) zu suchen, für die am Rande y=% = n (2° + y2) gilt. Ausführlich 
geschrieben lauten diese Randbedingungen: 


1&0)=2E® für 0S8<l, 


4(cos d, sin d) —- für 0sSdsy, 


x(g cos y, osin y) = 


Nun transformiert (33) 


El) I huge Gore 


12°) 
a, ( v 

oe’ än (— oe" ,0). 
Bestimmt man daher y*(z,) so, daß 


A) td für a D< a u led 


und 
f 
3 EI für A & mit 0= & | 
ee 
ß (— are al ee RE mit -_1s&<s 0 


ist, so ist offenbar 
x(z) = x* (2?) a a a 
die gesuchte Lösungsfunktion unserer Randwertaufgabe für den Kreissektor. 
Wenden wir uns nun dem Viertelkreis zu, setzen also 


so wird nach (33): 
und nach (34): 


(0) fir USW St, 


x4*(cos 9, sin 9) = A Fe 


1 
r(&,)=-—-5& für -Ishs0. 
Folglich wird nach (12) und (13): 


1 0 E ' 
r: Rz 23 | ON A ER 3 
k er ((zö, er ir= SA Kr 


0 k 
dE, 1+2 
a log ZA 
Aekr te) 
RN Tereier 
VE (2108 Tz 


eg 
Er 
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nach (35) ist also: 


1 22 — 1 1 $ 1+2 
ı(@) = ee -J (z log — 2 4 22 log (1 — 2*) 4 2 1091 +3) a, (36), 
und damit das Ey Er für den Viertelkreis: 
1 „2 
D(z) = | == log (1 == 2*) + 2 log >> u) nd BAHR (37). 


Die Gl. (25) entsprechende Bu lautet offenbar: 


} 
Ze un: [4 &- a 08 Sn n? in DE 


a | 
Setzen wir wie früher 
9(8,0)=9,(E), p(cos d, sind)=g9(d) und 9(0, n)=9s(n), 
so gilt wieder: 


n/2 ; 
ae 
0 


207 


0G SR led ; 
Er er p2(d) — 1 
und, wie man analog nachweist: 
06 
2. on); 


Nun ist nach (37): 
D(iz) =— D(e), 


also: 
und daher: 
— 9) =yin); mitkins.’ Js. —J;. 
Nun ist: 
Dane! n. 48 
nen tm +2), 
mithin: 


j kl 1er 4 & a 2 E 4E Z—E 
Yı(E) —;- 25 "E 12% & A: N (1 &) 1 == £i = 1 Fi — 
ee 2 ) 
— 25m) 88m a Te : 
Folglich ist: 
1 1 


n= [3 &2 - 91(£) =, ® In (1 — &) — 4&1n& — z In(1 — ) der, 


Es ist aber: 


1 1 
| eln(l — Ede | n1—)d=— 1 
0 : = 

Jemsas-} nid e 

| [ 
4 
[Ananas (er! Zeit ete)de- 


1 ER \ Det 
(4 N er 
Also ist: 
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Weiter ist: 


n]/2 2 
B 1.06 = en (# | a 
u 7) wo+na<z|nlg)-mO|+z- 
Da & 
MO) RD] Met 109 (1 —emtt) + ereiolog (1 — et) + 21081 | 
— (2 R[e*iR10g (1 — e#i®)] + 2 In ctg 9) — 
1 (00,29: "In (2 sin 29) — (2 20)sin20 + ng 0)— 
— 1(200s 20.112 2sint 9-Wsin d-+2emst0-Incn 0 (3 —20)sin 20), 
hat man: 
7 2 
(2) = 900) = 1n2, E 
Also ist: 
„el ma - 
: Si 4 5 7 ; y 
Die gefundenen Werte setzen wir in (38) ein und erhalten wegen Jz = J;: 
TR u SC ) 
= n:( statz „n2)» 
d.h 
7 rn? — 121n2 
0-4: (2 -n2)=u at er (39). 


Nachdem die Drillungssteifigkeit des Stabes mit viertelkreisförmigem Querschnitt ge- 
‚funden ist, wollen wir noch die Spannungsverhältnisse am Rande eines Querschnitts unter- 
suchen: 

Nach (29) ist: 

ua Yas+%. 
+ 


Also gilt wie früher: 


ie] für y=0, 0<Es1, 
T=ua- ed) +1 für r=1, 0sd<se, 
pn): für 7=0, 0snsl. 
Wegen |ps(n)| = |pı(n)| ist 
.'. .. TO n)=rm 0). 
Mithin brauchen wir r nur längs eines der beiden geradlinigen Randstücke zu betrachten: 


Nun ist: 
(ld) = -& In (1 — 8%) — 4 Eln :) > I 
also dort: 
NE P(Hl=gld) und HO)=p(l)=0 
Weiter ist: 
„ 1 3 
voll 4i)ma— ang], 
mithin: @ \ 2 Be 
HO)-+n, Al)=—n. Er 
Wegen . F Er ’ 
A An-+ j BArEPE 
MO=—' “ 3 — Se M ‘) u 
ist > ee 
m 
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Folglich fällt 9 (&) für 0 < & < 1 monoton, besitzt dort also genau eine Nullstelle &,. Mithin 
besitzt p(E) inO< £< 1 genau ein Maximum an der Stelle & = &,. Der Wert £&, errechnet 


sich aus: 
(&+3)In (1 — &)= &ln & 
zu & 0,459. 
Damit wird: 
: 16 1 
91(&) = — 2 Ein &,° +3 —=0,598. 


Also ist in den Ecken des Viertelkreises r—0, während auf den geradlinigen Randstücken je 
ein Maximum der Spannung vorliegt von der Größe 


Tmaz, — 0,598 ua, und zwar bei &= &,—0,459 und „=0 bzw. E=0 und „=n,=0,459 (40). 
Auf dem Randstück r =1, 0< ds z gilt: 


T=ua |m(d) +1. 


Nun ist: 
h Ta e ‚ 2.c0s?29 r ) 
zel-9, 2 2 29) cos 20 + 
p2(%) = sin 29 -1In (2sin29) + ndB 5 9) c0os2%9 + 
2sin29 — en 3 e 2sin 2 ®1n (2sin 29) — 2 Ei 29) cos 2 a 
De sin2# al" & er USE 
also: 5 
2 ) J 
+1 14 2 | sin20Mm (2sin 29) — (3— 20) cos 20-00). 
Es ist: 
#14 7T 2 
Weiter ist: 


7(8)= 2|- 2008 291m (2sin 29) — 2.008 294200829 +2(°29)sn 20] — 
7 
td 
4 2 3 SE 
=,.00829 sin2d —— — In (2sin29)|. 


sin (7 —2 0) 


Es ist also: 
h(O)—+o, v(2)=0, v(2)=-o, 
A 7 
und für O<9< 7 


W(9)> 7 00829 [sin 29 — In (2sin29)] >0, 


mithin wegen 


(2 -9)--10), h(9)<0 für E<9<Z. 
Daraus folgt in Verbindung mit h(0) — h 2 203 (=) Sr 
h(#) > 0 für In, 
also: 
Ik(d)| =h(9) für 0< e<2 


und weiter, daß h(®) in (0 2) genau ein Maximum für 9 — 7 besitzt vom Betrage: 


7 2 
.(&) =1-— „in2. 
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Also besitzt rin der Mitte des Viertelkreisbogens ein Maximum von der Größe: 
2 
man = na: (1 2 1m?) De a Bes SE ns 


Stellen wir die Ergebnisse (39), (40), (41) für den Viertelkreis als Stabquerschnitt zusammen 
und lassen zugleich die Voraussetzung R —=1 wieder fallen, so erhalten wir: 


Tmasn = 0,58 uaR für r=n—0,459R, 8 —=0 bzw, = TERROR! 
2 TC 
Tmas, = nal! — In >)R für r=R d=- 
e IT 4 
Die numerischen Werte sind: 
2 2 
272.72 0,0893: Rinde ar Te nor er 
6 T T 
Das bereits zitierte „Handbuch der Physik‘ gibt OR 


hier nur den Wert für Can mit 0 =0,0825 uR*. 


III. Der radial geschlitzte Vollkreis als 
Stabquersehnitt 


Mit den Bezeichnungen des Abschnitts II wird 
jetzt (vgl. auch Bild 8): 


Pan, 
also nach (33): 
27 — 42, 
und nach (34): 
1 en 
X (0) 8 für IS Ha 
Bild 8 %* (cos d, sin d) = a für 0sA<sn. E 


Mithin wird nach (12) und (13): 


&12 


A a ae ee a, 
a er 


21 2 2] ee 21 


1 1 
: 1 
Sn SH at te) - 
x EN Bas 2 


“ 


1 2 : z 
RERIE ara mlo 


Nach (35) ist also: 


1 FOREN Linn a0. 2, Ale Eee) 
en Yz x us joe AT TA 
er (5 +22jer > 8 7 RR, z2 ee! re) ) 


und damit das Torsionspotential für den Kreis mit radialem Riß: 


: z 1 
PD (2) = nf Vz + 222 + Ale tr aystaygn ale er niH) (44), 


wobei überall der Hauptzweig von Yz zu nehmen ist. 
Der Gl. (25) entspricht nunmehr die folgende Gleichung: 


27 
ET: 
ee (34 |de 2 De 


106 
ae J2# 


ie) . (45). 


r=1 v0 
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Hierbei soll die Über- bzw. Unterstreichung der Ableitung @, zum Ausdruck bringen, daß wir 
uns am oberen bzw. unteren Ufer des Schlitzes befinden. Nun ist wie früher: 


0@ RER 0G Br, 
3yloer =g(E) und are (92 (9) +1), 
also: r 
Gyly-o = 91 (8), Gyly=0 = (Ed). 
Aus (44) folgt 
ne: le a" 
=, 2 VEH2E, + ml = Eu 
IE u) 
a eye: 
da ? | 
Ve =YyE ISEe 
Wegen VE —=:_yE£ist also Md=— ld), mithin G,ly=o = — @,ly-o und damit: 
1 1 
1 1 - 
Js =_|2 & Glumode— | 5 dee d;, 
ö v 
Weiter ist: 
BE — VE &,JE 1 
= +3 E+ 281m. = HH = 
ANTZER eye HE 1+,yE 1-8 38, yE 
2 RL AA ERDE INT. \- 
el a 
N Schar al 2 a 
ur [ven Ei 38 R_AE ee el ye 


Folglich ist: 


1 ne 
SE AL FF 
= ae: 5/2 _ı_ 3/2 2 1/2 —1/2 —— ‚VE Br] pr ER 
en: (ke+3 & 38 2E are A ve dE — 
1 24 
Ve AN Ad ee 1 + ,yE 
Er E | 15 9 + [gm ENTE [eı Ben 
Nun ist: 
1 1 
4 TER YE [ ©, £n-3/2 1 20? 
le"; ye® Fü PART pen 2 on Nr 
und: 
1 ‘2 
" 19.2 € 3 [a &n+5/2 1 
3 ern, em Ge == 
a en ar 
1 1 1 1 \ 
en nur e): 
Also wird: 
1 8 8 8 1 1 1 1 80 
nr a Er Ze En ne, 
dh: 
7 20 
er 
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Ferner ist: 


br 106) 1 
en 2 ar 
Da 


REN RZ 0 + res + eig lite) 
v 
+ (2 — e?i®) ]og (i eig 2) — 


1 4 d 39 L : 
— I cos 5 +4cos 5 +eos Bong — 5 sin 29+(2—cos2%)In tg 7 — 2 sin29)- 


1 4 v 3% 
E= „(2 c0ss +4 cos ——- +2 (cos 29 1)Inig — sin 25), 


Dig 2 
hat man: 
R 4 —8 
Aem=3-l-5 4-7 =- 0). 
PAR, 3 / In 0 
Mithin ist: 
8 
IR IT — 5% - 


5 a Al) 8 
on. (- BE: ) 


dsbee 


6 yo 
U (m) rn pe. äh 


wenn wir noch die Einschränkung R= 1 fallen lassen. Der Wert des Zahlenfaktors ist 


N — et ==0,8781% 
9x 


Der Artikel des ,‚Handbuches der Physik ‘‘ gibt hier zwei verschiedene Werte an, nämlich 
CO 0,8323 ua Rt und EI, u Rt: 


letzterer ist entnommen ‚‚Drang und Zwang‘ von Föppl, Bd. II, $75. Das Handbuch läßt © 
die Entscheidung offen, welcher der beiden Werte zutrifft. Unsere Betrachtungen zeigen, daß 
der zweite der beiden Zahlenwerte der richtige ist. Während für den vollen Kreisquerschnitt 


Gy: = R* gilt, ist bei der kreiszylindrischen Welle mit radialem Riß die Torsionssteifigkeit 
also auf 55,9% abgesunken. 

Für die Spannung am Rande ergibt sich beir = R, d nein Höchstwert vom Betrage 
Tmaz = U 2 R, während die Diskussion der Spannung an den Rändern des Risses nur 
näherungsweise möglich ist. 


Eingegangen am 20. Oktober 1952 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Ein neues Multiplikationsverfahren für Dual- 
zahlen 


Bei der Konstruktion von programmgesteuerten 
Rechenautomaten besteht ein Interesse daran, für die 
Durchführung der vier aritbmetischen Grundrechen- 
operationen Verfahren zu finden, welche mit möglichst 
wenig Aufwand an Schaltmitteln mechanisiert werden 
können und trotzdem einen hinreichend schnellen Ab- 
lauf der Operationen sicherstellen. Im einzelnen hängt 
die Struktur der Verfahren weitgehend von der ge- 
wählten Zahlendarstellung ab. Besonders einfach 
werden vorzeichenrichtige Addition, Subtraktion und 
Division, wenn man Dualzahlen verwendet und sie 
kongruent modulo 2 darstellt. Der Zahlenbereich 
zwischen —1l und +1 wird dann eindeutig auf den Be- 
reich zwischen 0 und 2 abgebildet, d. h. die negativen 
Zahlen erscheinen als echte Komplemente bezogen auf 2. 
Die vorzeichenrichtige Multiplikation ist in dieser Dar- 
stellung dagegen problematischer. Zwei Verfahren 
stehen heute zur Verfügung. 


Die ältere durch Burks, Goldstine und 
v. Neumann [l] angegebene Methode enthält Ab- 
weichungen von der normalen Multiplikationsregel 
für Absolutbeträge sowie gewisse Korrekturoperationen, 
welche nicht immer leicht zu mechanisieren sind. Ist x 
der Multiplikand (MD), y der Multiplikator (MR) und 
werden sämtliche Zahlen modulo 2 dargestellt, dann 
erscheinen beispielsweise für den Fallx=< 0, y>® die 
beiden Faktoren in der Frm==2— |e|, y= y und 
das richtige Ergebnis mußlauten2 — || y= — |z|'y. 
Beim Neumannschen Verfahren wird 


1—-kl)y=—-lly+y=2-le-y+Yy 


gebildet. Um das richtige Ergebnis zu bekommen, muß 
dann noch y einmal abgezogen werden. Unglücklicher- 
weise steht aber nach Durchführung der unkorrigierten 
Multiplikation, insbesondere bei Parallel-Rechenwerken, 
der Multiplikator y in den meisten Fällen nicht mehr 
zur Verfügung, da das MR-Register aus Aufwands- 
gründen zur Aufnahme der unteren Hälfte der ent- 
stehenden Produktstellen herangezogen wird. Es muß 
die Korrektur daher schrittweise während der Multi- 
plikation durchgeführt werden, was zu einer Anzahl 
unbequemer Ausnahmeregeln führt [2], die nur mit 
zusätzlichem Aufwand mechanisiert werden können. 
Der Fall y<< 0 hingegen ist leicht zu erledigen, da dann 
lediglich der Multiplikand x abgezogen werden muß, 
der während der Multiplikation erhalten bleibt und 
überdies in einem Register steht, welches notwendig 
direkten Zugang zum Additionswerk (Akkumulator) 
hat. 

Das zweite neuere Verfahren von Booth [3] um- 
geht die Notwendigkeit von expliziten Korrekturen 
vollständig, indem das Produkt sukzessive sowohl 
durch Addition als auch Subtraktion von MD akku- 
muliert wird und zwar nach Maßgabe einer bestimmten 
auf MR angewendeten Regel. Diese Regel erfordert 
allerdings die gleichzeitige Abtastung der zwei letzten 
MR-Registerstellen, um nach jeder Verschiebung des 
Teilproduktes zusammen mit MR nach rechts zu be- 
stimmen, ob MD addiert, abgezogen oder gar nicht 
berücksichtigt werden soll. 

Das Verfahren, welches im Folgenden beschrieben 
wird, kommt einerseits mit der Abtastung von der 
letzten MR-Registerstelle aus, umgeht andrerseits die 
Schwierigkeiten, welche beim Neumann schen Ver. 
fahren im Falle des negativen Multiplikanden auftreten, 


Es sei 
2 = 202° +2x,21+°°-+29y2N Multiplikand 
y=42+m21+°+9yy2%N Multiplikator 


Dann liefert das Rekursionsverfahren 
(@) Ppy = 0 


1 
(b) aı=(mtaem)o; k=NN-—L...1 


1 
(ce) p =p+z(eny—-)e 


das Produkt p vorzeichenrichtig, falls 
l) x mod 2, ymod 2, p; mod 4 genommen wird, 
A et 
3) die Multiplikation mit 1/2 in (b) nach der Regel 
[a 2-1 für a >0 
4 — |e]2-1 für a<0 


durchgeführt wird. 


a 2-1 a= pr + 2% 


Daß die Bedingungen 1), 2) und 3) hinreichen, ist wie 
folgt einzusehen. Man bekommt durch Aufsummieren 


N 
=. yrar +2" (sen y—1)r - (A), 


wobei 
a ae 


Führt man in (2) die verlangte Multiplikation nach der 
Vorschrift durch, dann erhält man 


Py = Pn a ac) 
für x == 0 pr = 23-1 Pryı 8 Ik-+rv 
für <0 9 = 21m, +2 =4— |v| 2%+ 
Bell de or Me 
insbesondere für v» = 0 
x 2% 
= Po = \y |ej2% 


Einsetzen von az in (1) ergibt 


I 


N 
p=e DD y2++2I1(seny—l)xr fürr>0 
k=1 


ap 


N 
p=4—|e| Z y2%+272(sgny—1)e für «<O0. 
kt 


Man erhält also 
N) 


x <0 


xy 
4— je|y 

_ fra Iyle 220 
U-kela-yv)+el=le|y] P<0 


wie es sein muß. Da wegen Bedingung 2) immer 
|p| < list, kann vom Ergebnis die 21-Stelle weggelassen 
werden. 


Daß die Darstellung von p; modulo 4 notwendig ist 
und nicht etwa eine Darstellung modulo 2 schon aus- 
reicht, erkennt man daran, daß die vor der jeweiligen 
Multiplikation mit 2-1 im Akkumulator stehende Zahl 
a=p% + yxx durchaus in den Bereich 1<Sja|< 2 
eintreten, diesen jedoch wegen Voraussetzung 2) nicht 
nach oben überschreiten kann. Würde man eine Dar- 
stellung modulo 2 für p; wählen, dann würde sich für 
alle |a| dieses Bereichs eine Aequivalenz zwischen mög- 
lichen positiven und negativen Zahlen a ergeben, was 
unzulässig ist, da auf deren Unterscheidung die Ver- 
schiebung nach 3) beruht. 


für y20 p= \ 


v=4 


für y<0O p 


30 
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Je ein Beispiel für jede Vorzeichenkombination möge 
das Verfahren erläutern. (— bedeutet Verschiebung 
nach rechts.) 


0LOLLxX0,0LLO= 
p, 00,0000 
?3 0 0,00000 
00,LOLL 
DIHTIDAT 
S 
?. 0 0,0LOLLO 
00,LOLL 
0L0000L0 
», 00,L0000r0 


rt 


13 33 


16.8 % 02.198 


Rn 33 
p=p 000L0000L0= 75 
1173 33 
LOLOLx00LL0= ee 138 
7, 0 0,0000 
NS 
? 0000000 
EEOLOR 
TLOLBERN 
x 
% LLLOLOLO 
RL0OLDE 
ER PAIN FR, 
N 
7, LLOLLLLLO 
: 33 
p=m LLLOLLLLLO=— 73 
-( av 33 
,LQLLXLLOLO=, 5) 55 
Pı 000000 
?3 0 0,00000 
0 6LUOELR 
00,L0OLLO 
x 
»% 000L0OLLO 
\ 
pı 0 000L0OLLO 
DOLOHLL 
0.0 LOLLEO 
\ 
?, 00,0 LLOLLLO 
’ —x LLOLOL 
9» LLLOLLELLO 
% 1 a 
1, oLOLx L,LOLO 6-5) 
Pa 000000 
p3 0 0,00000 
LLOLOE 
DLOLITO 
Dt 
22 LLLOLOLO 
?%, LLLLOLOLO 
LLOLOL 
LLO00LO00LO 
\ 
»% LLLO0LOOLO 
277 VRPTLT 
000L0000L0=- 
Re — 198 


Technisch gesehen benötigt man lediglich im AK Re- 
gister, welches die Teilprodukte akkumuliert, am linken 
Rand eine zusätzliche Stelle mit dem Stellenwert 21 
die nur in der Lage zu sein braucht, eine 0 oder L aufzu- 
nehmen und sie bei der Verschiebung nach rechts an 
die 2° Stelle abzugeben. Die Zusatzstelle bedarf jedoch 
keinerlei Additions- oder Übertragungseinrichtung, da 
sie zur Darstellung des endgültigen Produktes nicht 
mitbenützt wird und somit ihr Stellenwert am Ende 
der Multiplikation belanglos ist. Lediglich im Beispiel 
ist das Verfahren der Konsequenz wegen so dargestellt, 
als ob die 21 Stelle mit diesen Einrichtungen versehen 
sel. 
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Ein Irrtum in der Raumstatik 


„Für vier beliebige Geraden im Raum lassen sich 
stets zwei Geraden angeben, die alle vier Geraden 
schneiden. 

Der Satz läßt sich beweisen unter Benutzung des 
einschaligen Hyperboloids: durch drei windschiefe Ge- 
raden ist ein Hyperboloid festgelegt; die vierte Gerade 
schneidet es in zwei Punkten P und @; durch jeden 
dieser beiden Punkte kann aber eine Gerade der zweiten 
Schar gelegt werden, die die drei ersten Geraden und 
weil der Schnittpunkt P bzw. Q auf der vierten liegt, 
auch diese Gerade schneidet.‘ 

Wie ein Märchen von Generation zu Generation 
weiter erzählt wird, so wird obiger Satz aus einem 
Buche der Raumstatik in das nächste übernommen. 


Isteraberrichtig? 
Was machen wir, wenn die vierte Gerade das Hy- 
perboloid nicht schneidet, also entweder innen wie 
durch ein Rohr durchgeht oder seitlich vorbei läuft ? 


Dann stimmt der Satz eben nicht! 

Der Satz wird in der Raumstatik angeführt; dort 
handelt es sich um sechs Wirkungsgeraden. Für be- 
liebige vier soll der Satz zutreffen, was, wie wir sahen, 


Bild1 


nicht richtig ist. Lassen sich nun auch die sechs 
Wirkungslinien so legen, daß für keine beliebigen vier 


_ derselben der Satz gilt? Hierfür will ich ein Beispiel 


geben. 
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Wir betrachten zuerst im Raume eine Schar von 
Geraden mit folgenden Eigenschaften: 


Eine beliebige Gerade g; dieser Schar durchdringt 
die @y-Ebene, Bild 1, im Punkte P; mit den Polar- 
koordinaten ri,, io. Die Projektion der Geraden auf die 
x y-Ebene sei senkrecht zu r;,. Die Gerade selbst bilde 
mit der @y-Ebene den Winkel y;, der so groß ist, daß 


eotg yi = urio 
ist mit u = konstant für alle Geraden. 
Legen wir eine Ebene parallel zur @y-Ebene im Ab- 


stand x = konstant, so durchdringt die Gerade g; diese 
Ebene im Punkte r;, 9,25 = zmit 


= +R@etsp? =noll + m 
und 
“"=-Mmtrn, tgamzrctgylro ur. 
Nehmen wir beliebig viele Geraden der aryk so sehen 
wir, daß die Durchdringungspunkte der Ebene 2 = 
konst. sich gegenüber den Punkten der xy-Ebene wie 
folgt verhalten: 
Ihre Winkel p haben sich um den gleichen Betrag a 
vergrößert, ihre Abstände von der 2-Achse haben sich 


im Verhältnis Y1 - +u?z x2:1 vergrößert. 


Nehmen wir nun drei Geraden der Schar g,, 9 und 
(3, ziehen in der @y-Ebene durch ihre Durchdringungs- 
punkte einen Kreis und nehmen noch die Gerade gm 
durch den Kreismittelpunkt, so liegen die Schnittpunkte 
der Geraden g,, 9 und g, mit der Ebene x = konst. 
wieder auf einem Kreis und der Mittelpunkt dieses 
Kreises ist der Durchdringungspunkt der Geraden gm, 


Es ist leicht einzusehen, daß dieser Kreis auf dem 
Hyperboloid liegt, das durch die drei Geraden 9), 9 93 
bestimmt ist. 


Nunmehr können wir uns folgendes Beispiel kon- 
struieren: Wir nehmen als erste Gerade die 2-Achse ; 
im Grundriß, Bild 2, erhalten wir den Durchdringungs- 
punkt P, = 0. Dann nehmen wir die Gerade der Schar 
durch die Punkte P’, und P’3. Durch die drei Punkte 
legen wir den Schnittkreis des Hyperboloides mit der 
xy-Ehene. Außerhalb des Kreises wählen wir den 
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Punkt P,, durch den die Gerade g, der Schar geht. 
Diese Gerade schneidet das Hyperboloid nicht. Dann 
ziehen wir die Kreise durch die Punkte P,, Pı, Ps bzw. 
PP Ps bzw. P,, Ps, Pı- P, wählen wir so, daß keiner 
der Kreise in eine Gerade ausartet. 


1 


Bild 2 


Weiter wählen wir in der xzy-Ebene einen fünften 
Punkt P, außerhalb der Schnittkreise der erhaltenen 
vier Hyperboloide. Die Gerade g, schneidet dann 
keinen derselben, 

Alle Kreise durch P, und je zwei der vorherigen 
Punkte werden gezogen und außerhalb der Kreise ein 
Punkt P, gewählt. Durch diesen legen wir die letzte 
Gerade gg. Diese braucht nicht zu der Geradenschar 
zu gehören; sie muß nur so gelegt werden, daß sie 
keines der Hyperboloide durchdringt, was leicht zu er- 
reichen ist. 


Pullach bei München. C. Weber. 


BUCHBESPRECHUNGEN 


Dr.-Ing. W.Fries, FachwerkundRahmen- 
werk. X + 368 S. m. 365 Abb. Berlin/Göttingen/ 
Heidelberg 1953. Springer-Verlag. Preis geb. 42,— DM. 

Der Verfasser nennt sein Werk einen systematischen 
Grundriß der Statik des ebenen Tragwerkes und hat 
sich zum Ziel gesetzt, die beiden Hauptverfahren der 
Statik, das Kraft- und das Formänderungsverfahren 
aus dem Satz von den möglichen Arbeiten herzuleiten 
und in allgemeiner Form darzustellen. Bei der Viel- 
zahl der Berechnungsverfahren ist es zweifellos wich- 
tig, daß der grundsätzliche Weg der Statik aus der 
Mechanik immer wieder dargelegt wird, um damit die 
Zusammenhänge zwischen den einzelnen Verfahren 
aufzudecken, zumal die Tendenz besteht, daß die Sta- 
tik des Fachwerks sich von derjenigen des Rahmen- 
tragwerkes mehr und mehr trennt. 

In einem ersten Abschnitt werden die Grundlagen 
der Statik behandelt, wobei besonders die Haupt- 
gleichungen der Mechanik in ihrer Anwendung auf die 
Statik herausgestellt werden. Danach wird die Gleich- 
gewichtsauigabe an statisch bestimmten Tragwerken 
erläutert, und in einem besonderen Abschnitt werden 
die kinematischen Untersuchungen dargelegt. Die 
. Formänderungen des Tragwerkes nehmen den nächsten 
_ Abschnitt ein. Den Kern des gesamten Werkes bil- 
den jedoch die beiden letzten Abschnitte über das 
Kraftverfahren und das Formänderungsverfahren an 
statisch unbestimmten Tragwerken. 


Das Buch ist in seiner Disposition klar und folge- 
richtig aufgebaut, und die Gedankengänge im einzel- 
nen lassen den überlegenen Statiker erkennen. Nur 
ist die Frage, ob die Absicht des Werkes, die gemein- 
samen Grundlagen der verschiedenen Berechnungs- 
verfahren in der Statik aufzuzeigen, nicht noch etwas 
prägnanter hätte erfolgen können. In der vorliegenden 
Form hält das Buch die Mitte zwischen einem rein 
theoretisch-systematischen Aufriß und einem aus- 
führlichen Lehr- oder Handbuch. 

Um aber als letzteres zu gelten, müßten die Zahlen- 
beispiele vermehrt werden; denn in der Statik ist es 
nun einmal nicht mit der Aufstellung der Ansätze und! 
Gleichungen getan. Ihre fehlerfreie Auflösung mit 
dem geringsten Aufwand an Zeit und Energie ist nicht 
minder wichtig. 

Der Verfasser ist bewußt, und bei der Zielsetzung 
des Buches zweifellos auch mit Recht, den Gedanken- 
gängen, die verschiedenen Berechnungsverfahren in 
ihrer praktischen Bewertung gegenüberzustellen, wie 
es Luetkens für die Rahmenstatik in so beispiel- 
hafter Form getan hat und wie es in der Literatur der 
letzten Jahre immer häufiger anzutreffen ist, nicht 
nachgegangen. Trotzdem hätte man sich gewünscht, 
daß die Neuerscheinungen in dieser Richtung seit 1948 
mit verarbeitet worden wären. 

So ist das Buch, wie der Verfasser in der Einleitung 
selbst schreibt, ein Rechenschaftsbericht von ihm, der 
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im Jahre 1930 begonnen wurde und durch die Ungunst 
der Zeit sich bis nach 1945 hinzog. Um so mehr ist es 
zu begrüßen, daß die Arbeit nun doch ihren Abschluß 
gefunden hat und vom Verlag mit der ihm eigenen 
hervorragenden Ausstattung versehen worden ist. 
Denn für den Praktiker ist es nicht nur ein Genuß, 
sondern von Zeit zu Zeit. auch eine Notwendigkeit, die 
alltäglichen Formeln, Gleichungen und Methoden wie- 
der einmal in mathematisch bestechender Form und 
im größeren Zusammenhang zu sehen. 


Dresden. Henn. 

Dr.-Ing. N. Rosenauer, (Prof. a. d. Univ. von New 
South Wales) und A. H. Willis, B. Sc. (Eng.), Ph. D., 
Wh. Sc. (Prof. a. d. Univ. von New South Wales), 
KinematiesofMechanisms. XV + 3958. 
mit 377 Abb. Sidney 1953. Associated General Pu- 
blications. Preis gebunden 4/10/0 £ Aust. 

Nach Erörterung der Elementenpaare in kinemati- 
schen Ketten wird die ebene Bewegung unter Ein- 
führung der Polkurven betrachtet und dann ausführ- 
licher de Euler-Savary sche Gleichung mit all 
den aus ihr folgenden Konstruktionen dargestellt 
unter Anschluß der genauen, insbesondere der ge- 
näherten Geradführung. Es folgen die Kapitel über 
Geschwindigkeit und Beschleunigung bei der ebenen 
Bewegung eines Gliedes und die relative Bewegung 
von drei und vier Ebenen gegeneinander. Nach der 
Behandlung kinematischer Ketten mit mehr als vier 
Gliedern werden für solche allgemeine Methoden zur 
Ermittlung von Geschwindigkeiten und Beschleuni- 
gungen argegeben, wobei weitgehend auf die Ver- 
öffentlichungen des erstgenannten Verfassers zurück- 
gegriffen wird. Auf die Getriebesynthese wird zum 
Schluß nur kurz (29 Seiten) einführend eingegangen. 

Der Stoff umfaßt somit die wesentlichen Grund- 
lagen der ebenen Kinematik, allerdings unter Be- 
schränkung auf Gelenkgetriebe; Kurventriebe werden 
nur kurz gestreift, Rädertriebe werden nicht behandelt. 

Die Darstellung ist klar und verständlich, die Figu- 
ren bleiben übersichtlich, weil sie sich — in Gegensatz 
zu manchen anderen Abhandlungen über den gleichen 
Gegenstand — auf das Wesentliche beschränken. Das 
Buch bevorzugt wie die deutschen Darstellungen die 
geometrischen Methoden. Es füllt im angelsächsischen 
Schrifttum eine große Lücke aus, und man muß den 
Verfassern für ihre Arbeit, die auch äußerlich gut 
ausgestattet ist, volle Anerkennung zollen. 


Aachen. W.MeyerzurCapellen. 


W. Lietzmann, Anschauliche Einfüh- 
rung in die mehrdimensionale Geo- 
metrie. 220 S.m. 157 Abb. u. einer Tafel. Mün- 
chen 1952. Verlag R. Oldenbourg. Preis brosch. 

"19,50 DM. 

Verf. versteht es in sehr ansprechender Weise in das 
Gebiet der mehrdimensionalen, insbesondere vier- 
dimensionalen Geometrie einzuführen. Es werden 


alle Wege besprochen, die in dies Gebiet hineinführen: 
der axiomatische, der analytische, verschiedene dar- 
stellend-geometrische. Zunächst werden die Sätze 
über lineare Räume, Parallelität, Senkrechtstehen, 
Metrik, der Euler sche Polyedersatz behandelt. Das 
Hauptgewicht wird auf die Zusammenstellung, Be- 
schreibung und Darstellung der Polytope, (d.h. der 
Verallgemeinerung des ebenflächig begrenzten Kör- 
pers), insbesondere der regulären Polytope gelegt. Als 
Anwendung gibt Verf. die Behandlung von Kreis- 
und Kug:>lscharen im Raum, linearen Kegslschnitt- 
mannigfaltigkeiten, der Gesamtheit der Geraden im 
Raum, die gewissen Punktmannigfaltigkeiten mehr- 
dimensionaler Räume isomorph sind. 

Wenn sich auch in erster Linie der Mathematiker 
vom Fach für den behandelten Stoff interessieren und 
aus dem Buch eine Fülle von Anregungen empfangen 
wird, so hat Verf. doch wohl noch mehr den gebildeten 
Laien im Auge. Er setzt keinerlei Spezialkenntnisse 
voraus, über die nicht ein Schüler der Oberklasse ver- 
fügt. Die Gedankenführung ist klar und ansprechend. 
Das Buch wird dazu beitragen, der mehrdimensionalen 
Geometrie den Ruf des Unheimlichen, Mystischen, 
zumindestens kaum Vorstellbaren zu nehmen. Es ist 
ihm weite Verbreitung zu wünschen. 


Halle. Ott-Heinrich Keller. 


Deuxi&me Colloque de g&omä6trie 
algebrique. (Tenue a Liegeles 9, 10, 11 et 12 
Juin 1952). Centre Belge de recherche mathema- 
tiques.' 244 S. Liege-Paris 1952. George Thone — 
Masson & Cie. Preis brosch. 375 belg. Fr. 

Das jährliche Kolloquium in Lüttich ist nun schon 
zu einer festen Sitte geworden. Der diesjährige Bericht 
erzählt von einem Kolloquium über algebraische Geo- 
metrie, bei dem Chisini, Gauthier, Villa, 
Kähler,Dolbeault,Conforto,Andre- 
otti,Neron,Gröbner,Gaeta,Burniat 
Nollet, Godeaux zu Worte kamen. Sie gaben 
in erster Linie zusammenfassende Berichte über die 
Entwicklung je eines bestimmten Fragenbereiches in 
den letzten Jahren. So sprach, um nur einige heraus- 
zugreifen, Chisini über die Behandlung von Ver- 
zweigungslinien mehrfacher Ebenen mit Hilfe von 
algebraischen Zöpfen, Villa über die Annäherung 
beliebiger analytischer Punkttransformationen in 
einem bestimmten Punkt durch Cremona-Transfor- 
mationen, Kähler über seine Betrachtungsweise 
der algebraischen Zahlkörper, wie wir sie ausführlich. 
in seiner Abhandlung: ‚Mathematik als Sprache und 
Schrift‘ vorfinden, Gröbner über die idealtheore- 
tische Betrachtungsweise und den Multiplizitätsbe- 
griff. 

So kann sich der Mathematiker vom Fach mit Hilfe 
dieser Berichte einen guten und lebendigen Überblick 


über den gegenwärtigen Stand der algebraischen Geo- 


metrie verschaffen. 


Halle. Ott-Heinrich Kelder. 


Die besprochenen und angezeigten Bücher sind durch den Buchhandel zu .beziehen. 
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J.Rotta, Näherungsverfahren zur 
Berechnung turbulenter Grenz- 
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